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Wstep

Kazdy model statystyczny zawiera szereg zalozen, niekiedy spetnianych do-
kiadnie, czasami do pewnego stopnia, a czasami wyraznie pogwalconych
w toku przeprowadzania analiz. Pogwalcenia zalozenn modelu prowadza
do bledow estymacji, te zas do blednych wnioskéw. Nie inaczej jest w mo-
delowaniu IRT (Item Response Theory). W tym tekscie zajmiemy si¢ jednym
z zalozen prostego modelowania IRT zalozeniem, iz poziom umiejetnosci
uczniéw szacowany jest dla jednej grupy (populacji). Jezeli grup jest wiecej,
prosty model IRT nie spetnia wylozonego zatozenia i nalezy si¢ odwota¢ do
bardziej zlozonych modeli IRT - wielogrupowych modeli IRT (Multiple Group
IRT). W tekscie model wielogrupowy zostanie formalnie wyspecyfikowany.
Nastepnie przedstawionych zostanie szereg symulacji, w ktérych sprawdzona
zostanie implementacja tego modelu w réznych programach statystycznych.
Ponadto wyniki modelu wielogrupowego zostang poréwnane z famigcym za-
tozenia modelowania jednogrupowym modelem IRT.

Prosty a wielogrupowy model IRT

Punktem wyjscia dla modelowania IRT jest funkcja P;() okreslajaca prawdo-
podobienstwo zaobserwowania konkretnej warto$ci odpowiedzi h dla zadania
i w zaleznosci od poziomu umiejetnosci 0 oraz parametréwp; charakteryzu-
jacych zadanie. Dla modelu jednoparametrycznego f;=(b;), dla modelu dwu-
parametrycznego 3;=(a,b,), a dla trzyparametrycznego f3;=(a;b;c,;). Funkcja ta
okreslana jest mianem krzywej charakterystycznej zadania lub funkcji charak-

terystycznej zadania:

Pih(e)ZPi(Uizhl 0) ﬁi
Wymaga si¢ od niej, by byta podwdjnie rézniczkowalna oraz wspdlna dla grup
i jednostek (Bock i Zimowski, 1997).

Zaktadajac warunkowy niezaleznos¢ odpowiedzi jednostek, IRT umozliwia opi-
sanie prawdopodobienstwa uzyskania wektora odpowiedzi Uj=[U,j, Uy,..., U,jl,
warunkowo ze wzgledu na poziomu umiejetnosci 6 i parametry zadan, za pomo-
ca iloczynu funkcji charakterystycznych dla n liczby zadan (Beker i Kim, 2004):

P(U;|6.B) =[P, =1l 6.B)

Poprzestajac na tej formule, tatwo mozna zapomnie¢, iz w prostym modelu
IRT zakladamy, ze jednostki pochodzg z jednej grupy (populacji) charakte-
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ryzowanej przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa okreslajaca rozktad
6 dla danej grupy. Wida¢ to dokltadnie w zapisie modelu, ktéry wyraza brzego-
we prawdopodobienstwo wektora odpowiedzi Uj (warunkowanego ze wzgledu

na fale nie na 0):
P(U;IB) = [P(U|6,B)g,(6)d6

gdzie g (0) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa okreslajaca rozklad
zmiennej w grupie k. Aby rozszerzy¢ prosty model IRT o mozliwos¢ szaco-
wania parametrow dla kilku grup jednoczesnie, nalezy wprowadzi¢ zestaw
parametrow 7, charakteryzujacych rozklad 6 w réznych grupach (najczesciej
chodzi o $rednig i odchylenie standardowe):

P.(U, B, = [P(U;|6.$,)2(0 |, )d0

Przedstawiony powyzej model jest rozszerzeniem klasycznego modelu IRT i opi-
sywany jest w literaturze (Bock i Zimowski, 1997) jako wielogrupowy model IRT
(Multiple Group IRT). Oprdcz parametréw zadan, tak jak w prostych modelach
IRT, model umozliwia szacowanie parametréw rozktadéw 6 w réznych grupach,
dajac jednoczesnie nieobarczone estymacje 6 poszczegolnych jednostek.

Z modelem wielogrupowym wiazga si¢ jednak trudne kwestie natury tech-
nicznej. Do jego oszacowania (tak jak i innych modeli IRT) niezbedna jest
procedura estymacji najwickszej wiarygodnosci, z tym ze w przeciwienstwie
do prostego modelu IRT, w modelu wielogrupowym funkcja wiarygodnosci
(a precyzyjniej calka stanowiaca jej cze$¢) nie ma analitycznego rozwigzania
(szczegoly mozna znalez¢ w Bock i Zimowski, 1997 oraz Beker i Kim, 2004).
Estymacja jest zatem trudna i wymaga wprowadzenia procedur catkowania
numerycznego, ktoére nie jest implementowane we wszystkich programach
stuzacych do modelowania IRT.

Programy szacujace model wielogrupowy

Tylko kilka programéw przeznaczonych do analiz psychometrycznych jest
w stanie szacowa¢ model wielogrupowy. Wsrod nich znajduje si¢ program
napisany przez Ceesa Glasa (2010), profesora Uniwersytetu Twente. Program
oprocz estymacji modeli wielogrupowych ma wiele innych mozliwosci estyma-
cji ztozonych modeli IRT (za pomocg niego mozna modelowa¢ migdzy innymi
modele wielowymiarowe), program ten ma tez ogromna zalete w obecnej wersji
jest programem bezplatnym. Modele wielogrupowe mozna szacowaé réwniez
za pomoca platnego pakietu Mplus (Muthen i Muthen, 2010). Pakiet oferuje
estymacje roznorodnych modeli ze zmiennymi ukrytymi (Generalized Latent
Variable Modeling), w tym modelowania IRT. Modele wielogrupowe moz-
na zaimplementowa¢ rowniez dzigki pakietowi Winbugs (Ntzoutras, 2009).
Winbugs jest programem, a w zasadzie silnikiem estymacyjnym, stuzacym do
szacowania dowolnych modeli w ramach podejscia bayesowskiego. Jakkolwiek
podejscie do modelowania IRT stosowane w Winbugs rézni si¢ od pozostatych
programow, to uzyskiwane wyniki (w wigkszosci sytuacji) sa bardzo podobne
do tych uzyskiwanych w klasycznej estymacji IRT (szczegoty dotyczace estyma-
cji modeli IRT w podejsciu bayesowskim mozna znalez¢ w Fox, 2010).
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Punktem odniesienia dla wynikéw estymowanych przez programy szacujace
modele wielogrupowe beda wyniki uzyskane za pomoca programu Parscale
4.1 (Muraki i Bok, 1997). Parscale jest uznanym, sprawdzonym w réznych
sytuacjach i wielokrotnie programem mogacym szacowac jednogrupowe mo-
dele IRT. W przedstawionych analizach zostal on wykorzystany w dwojaki spo-
sob. Po pierwsze, za jego pomoca szacowane byly parametry jednogrupowego
modelu IRT, na danych o charakterze wielogrupowym, aby zobaczy¢ wielkos¢
bledéw mogacych powsta¢ poprzez zastosowanie modelu niedostosowanego
w pelni do posiadanych danych. Po drugie, sprawdzone zostalo, na ile wprowa-
dzenie zmiennej charakteryzujacej przynaleznos¢ do grupy, traktowanej jako
jedno z zadan, moze poprawi¢ oszacowania. Takie podejscie jest prostg proba
estymacji réznicy miedzy grupami analogiczng do wprowadzenia zmiennej
zero-jedynkowej jako zmiennej wyjasniajacej w modelu regresji. Podejscie to
ma oczywiste wady formalne (chociazby zaklada si¢ réwna wariancj¢ miedzy-
grupowy), lecz prostota tego rozwigzania moze wydawac sie kuszaca. Warto
zatem sprawdzi¢, czy rzeczywiscie taki wybieg moze poprawi¢ jako$¢ szaco-
wania. W obydwu metodach z wykorzystaniem programu Parscale najpierw
szacowane byly 0 dla poszczegdlnych uczniéw, dalej za ich pomoca szacowano
parametry rozkladow.

Wszystkie wyniki symulacyjne, przedstawiane w dalszej czesci tego tekstu,
uzyskane zostaly bez zmian kryteriéw wykorzystywanych w procedurach ite-
racyjnych, czy bez liczby punktéw catkowania. Wszystkie ustawienia domysl-
ne zostaly zachowane w kazdym z programow.

Symulacje

Schemat badania symulacyjnego zostal przedstawiony w tabeli 1. Symulacje
zostaly zaprojektowane, aby przetestowa¢ dwa scenariusze. W obydwu scena-
riuszach mamy dwie grupy (11i2). W pierwszym scenariuszu wszyscy ucznio-
wie odpowiadajg na ten sam zestaw zadan (zadania 1-50). Przy czym grupa 2.
charakteryzuje si¢ wyzszym poziomem umiejetnosci i zarazem wiekszym ich
zréznicowaniem. Srednia warto$¢ 6 w grupie 1. wynosi 0, a odchylenie stan-
dardowe 1. Dla drugiej grupy przewidziane zostaly dwa warianty:

+ 2aséredni poziom 6 wynosi 0,2, a odchylenie standardowe 1,2 oraz
o 2b $redni poziom 0 wynosi 0,5, a odchylenie standardowe 1,5.

Scenariusz I odzwierciedla kalibracje jednego testu na dwéch réznych popu-
lacjach charakteryzujacych sie réznymi rozkladami 6. Scenariusz taki moze
odnosi¢ sie do sytuacji, w ktorej jeden test rozwigzywany jest przez rozne
grupy wiekowe, istnieje réznica miedzy dziewczetami a chlopcami, réznymi
szkofami lub dowolnymi innymi grupami.

Scenariusz II, i jego warianty, jest analogiczny do pierwszego z jedng réznicg -
grupy ,rozwigzujg’ rézne zestawy zadan. Pierwsza grupa zadania od 1 do 30,
druga od 21 do 50. Jest to scenariusz odzwierciedlajacy schemat zréwnywania
nieekwiwalentnych grup z testem kotwiczacym. Schematy takie wykorzystuje sie
do zréwnywania tak horyzontalnego, jak i wertykalnego (Kolen i Brennan, 2004).
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Tabela 1. Schemat badania symulacyjnego

Scenariusz Grupa/Wariant Zadania
1:(u=0;0=1) Zadania 1-50
I 2a: (u=0.2;0=12) :
2b: (u=0.5 0= 1.5) Zadania 1-50
A Zadania Zadania
Li(u=0;0=1) 1-20 21-30
I 22a: (u=0.2;0=1.2) Zadania | Zadania
2b: (u=0.50=1.5) 21-30 31-50

Dla kazdego wariantu symulacji generowano 400 jednostek dla kazdej z grup
(razem 800), tak aby rozklad 6 w grupach pokrywat sie z zadanymi w réznych
wariantach charakterystykami grup. Nastepnie generowano zbiory odpowie-
dzi do zadan o losowo wyznaczonych parametrach. Parametr trudnosci (b)
losowano z rozkladu o $redniej 0 i odchyleniu standardowym 1, parametr
dyskryminacji (a) z rozktadu o $redniej 1 i odchyleniu standardowym 0,2,
parametr zgadywania dla kazdego zadania (c) wynosit 0. Dla kazdego z wa-
riantéw symulacji wygenerowano 100 zbioréw danych. Na kazdym zbiorze
wyprobowano trzy pogramy mogace estymowa¢ wielogrupowe modele IRT:
Mirt, Mplus 6.1, Winbugs 14 oraz program do estymacji modeli jednogrupo-
wych Pparscale 4.1 z indykatorem grupy oraz estymowany w sposéob klasycz-
ny. Kazdy z programéw estymowal model dwuparametryczny.

Wryniki symulacji

Na rysunku 1. przedstawiono rozklady estymowanych $rednich dla grupy
drugiej przy zastosowaniu réznych programéw i podejs¢ na 100 symulowa-
nych zbiorach danych. Na rysunku gruba pionowa linig zaznaczono wartos¢
prawdziwg (0,2). W prawym dolnym rogu rysunku znajduje si¢ tabela przed-
stawiajaca $rednig i odchylenie standardowe estymatoréw z poszczegdlnych
symulacji.

W tym scenariuszu przy estymacji sredniej grupowej najlepiej radzily sobie
programy Mirt i Mplus. Lekkie obcigzenie ku zeru zauwazalne jest dla pakietu
Winbugs (rozktad prior dla @ w obydwu grupach wynosit 0 przy odchyleniu
standardowym 10, srednia grupowa zostala zatem $ciagnieta ku zeru). Srednia
estymatordw w Parscale ze zmienng oznaczajaca grupe jest bliska wynikom
uzyskanym przez Winsbugs. Jak mozna byto oczekiwac, najwigksze obarczenia
estymatoréw obserwowane s3 dla programu Parscale w klasycznej estymacji.
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Srednia
Rysunek 1. Rozklady oszacowan $redniej dla grupy drugiej. Schemat I wariant a
Rysunek 2. jest analogiczny do rysunku 1. z tym, Ze zostaly na nim przedsta-

wione oszacowania odchylenia standardowego dla grupy drugiej na symulo-
wanych zbiorach danych obliczone przez rézne programy.
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Srednia

Rysunek 2. Rozklady oszacowan odchylenia standardowego dla grupy drugiej. Schemat
I wariant a

Tak jak w przypadku oszacowania $redniej, najmniej obarczone rezultaty daje
Mplus i Mirt. Winbugs, tak jak w przypadku oszacowan sredniej, daje wyniki
nieznacznie $ciggniete do rozkladu prior (Srednia 1 odchylenie standardowe
10). Jak poprzednio najstabiej wypada Parscale. W obydwu parametryzacjach
daje identyczne wyniki, zanizajace odchylenie standardowe.
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Na rysunku 3. przedstawiono wyniki symulacji analogiczne do wynikéw
przedstawionych na rysunku 1. Z tym, ze odnoszace si¢ do wariantu, w ktérym
réznice miedzygrupowe byly wigksze (wynosily 0,5 odchylenia standardowe-
go). Powtarza si¢ wzdr znany z rysunku 1. Mirt wraz z Mplus nie charaktery-
zujg sie¢ dostrzegalnym obcigzeniem (przy czym warto doda¢, ze estymatory
szacowane przez Mirt maja najwieksza wariancj¢ sposrod wszystkich testo-
wanych tu programéw). Stabiej od Mirt i Mplus wypada Winbugs, obciazenie
nie jest jednak bardzo duze. Parscale z dodatkowa zmienng daje nieznacznie
lepsze wyniki niz klasyczna estymacja, jednak w obydwu estymacjach z wyko-
rzystaniem Parscale obcigzenie estymatorow jest znaczne.

Mirt Mplus 6.1 Wibnugs 14
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Srednia

Rysunek 3. Rozklady oszacowan $redniej dla grupy drugiej. Schemat I wariant b

Rysunek 4. jest analogiczny do rysunku 2. i przedstawia estymowane odchy-
lenie standardowe dla grupy drugiej. Warto$¢ prawdziwa odchylenia standar-
dowego wynosi w tym wariancie 1,5. Tak jak dla mniejszych réznic w $red-
niej i w odchyleniu standardowym, i w tym wariancie bardzo stabo wypada
Parscale (w obydwu wariantach). Srednio rzecz biorac, Mplus szacuje najmniej
obcigzone estymatory. Mirt i Winbugs daja zadowalajace wyniki, przy czym
Mirt lekko przeszacowat odchylenie standardowe, a Winbugs go zanizyt.
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Mirt Mplus 6.1 Wibnugs 14
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Rysunek 4. Rozklady oszacowan odchylenia standardowego dla grupy drugiej. Schemat
I'wariant b

Kolejne rysunki odnoszg si¢ do scenariusza II, w ktérym testowana jest sytu-
acja odzwierciedlajaca zrownywanie nieekwiwalentnych grup z testem kotwi-
czacym. Rysunek 5. przedstawia estymatory $redniej oszacowane dla grupy
drugiej na 100 wygenerowanych zbiorach danych, przy zalozeniu, ze $rednia
dla tej grupy wynosi 0,2.
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Srednia
Rysunek 5. Rozklady oszacowan $redniej dla grupy drugiej. Schemat II wariant a

Wszystkie trzy programy zdolne do szacowania modelu wielogrupowego
dajg zadowalajace, nieobarczone oszacowania $redniej. Klasyczny model IRT
obcigzony jest ku $redniej. Model ze zmienng identyfikujaca przynaleznos¢
grupowa wypada bardzo dobrze, poréwnywalnie do wynikéw modelu wielo-
grupowego (a nawet odrobine lepiej od nich).
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Jesli chodzi o oszacowanie odchylenia standardowego grupowej dla scenariu-
sza IT wariantu a, to wyniki symulacji przedstawione zostaly na rysunku 6.
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Rysunek 6. Rozklady oszacowan odchylenia standardowego dla grupy drugiej. Schemat IT
wariant a

Tylko Mirt i Mplus okazaly sie produkowac¢ zadowalajace, nieobarczone esty-
matory odchylenia standardowego. Winbugs i Parscale (w dwoch parametry-
zacjach) zanizaja odchylenia standardowe w grupie 2.

Na rysunku 7. i 8. przedstawione zostaly wyniki symulacji, w ktorych szaco-
wana byta $rednia i odchylenie standardowe dla grupy drugiej zgodnie ze sce-
nariuszem II w wariancie b, czyli przy zalozeniu, ze $rednia grupowa (grupy
drugiej) wynosi 0,5, a odchylenie standardowe 1,5.
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Rysunek 7. Rozklady oszacowan $redniej dla grupy drugiej. Schemat II wariant b
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Podobnie jak w poprzednim wariancie, estymatory $redniej grupowej dla
Mirt i Mplus sg praktycznie nieobcigzone. Lekkie $ciggniecie ku sredniej
obserwowane jest dla Winbugs. Duze obciazenie zauwazalne jest dla modelu
jednogrupowego estymowanego w programie Parscale. Model ze zmienng
identyfikujaca grupe, srednio rzecz biorac, charakteryzuje si¢ znacznie mniej-
szym obcigzeniem w poréwnaniu z modelem jednogrupowym, lecz obciazenie
nadal pozostaje duze w stosunku do warto$ci wyznaczonej w tym scenariuszu.

Jezeli chodzi o estymacje odchylenia standardowego (rysunek 8.), Mplus i Mirt
daja zadowalajace wyniki. Przy czym Mirt lekko przeszacowuje wariancje.
Podobnie jak we wczesniejszych symulacjach, Winbugs nieznacznie zaniza
réznice miedzy grupami, ale wyniki nie charakteryzuja si¢ znaczacym obcia-
zeniem. Parscale w obydwu parametryzacjach nie radzi sobie z poprawnym
oszacowaniem odchylenia standardowego.

Mirt Mplus 6.1 Wibnugs 14
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Rysunek 8. Rozklady oszacowan odchylenia standardowego dla grupy drugiej. Schemat II
wariant b

Podsumowanie

Stosowanie jednogrupowego modelu IRT do danych, gdzie jednostki pocho-
dza z réznych grup o réznych rozkladach umiejetnosci, moze prowadzi¢ do
znacznych bledéw w szacowaniu parametréw grupowych. Modele wielogru-
powe powinny by¢ stosowane do zrownywania tam, gdzie zatoZona jest nie-
ekwiwalento$¢ grup, zewnetrzny test kotwiczacy i kalibracja faczna. Dodanie
zmiennej identyfikujacej grupe do zwyktego modelu IRT zmniejsza obciagzenie
estymacji $redniej, lecz nie likwiduje go, przynajmniej w sytuacjach, gdy r6zni-
ce miedzy grupami s duze. Nie poprawia natomiast oszacowan zroznicowania
rozkladu. Darmowe programy stuzace do estymacji modeli wielogrupowych
dobrze spelniaja wyznaczone im cele estymacyjne (Mirt lepiej, Winbugs tro-
che gorzej), podobnie jak komercyjne pakiety (Mplus).
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