XVIII Konferencja Diagnostyki Edukacyjnej, Wroctaw 2012

Elzbieta Ostaficzuk
Grazyna Sleszynska
Mazowieckie Samorzadowe Centrum Doskonalenia Nauczycieli

Diagnoza umiejetno$ci matematycznych
- drogowskaz do indywidualnego rozwoju uczniow

Prosiaczek podszedt troche blizej, by zobaczy¢, co Ktapouchy
robi.

Przed nim, na ziemi, lezaty trzy patyki, w ktére Ktapouchy sie
wpatrywatl. Dwa z nich stykaty si¢ ze sobg w jednym koricu,
a rozchodzily w drugim, a trzeci patyk lezal w poprzek na
tamtych.[...]

- Czy wiesz, co to jest?

- Nie - rzekt Prosiaczek.

- To jest A.

- O - rzekt Prosiaczek.

- Nie O, tylko A - skarcit go Ktapouchy surowo. [...] Otéz A
oznacza Nauke, oznacza Wyksztatcenie...”

Nowa podstawa programowa z matematyki juz... w szkole
ponadgimnazjalnej

Poczgtek XXI wieku przyniost zjawisko bezprecedensowego wzrostu aspiracji
edukacyjnych mtodych Polakow’.

[...] Poniewaz celem reformy programowej jest poprawa efektow ksztalcenia,
forma podstawy programowej rowniez jest temu podporzgdkowana: wiadomosci
oraz umiejetnosci, ktére uczniowie majq zdoby¢ na kolejnych etapach ksztatce-
nia, wyrazone sq w jezyku wymagan. Wyodrebniono takze, w postaci wyma-
gan ogdlnych, podstawowe cele ksztalcenia dla kazdego przedmiotu nauczania.
Wskazujg one na umiejetnosci wysokiego poziomu (np. rozumowanie w naukach
scistych i przyrodniczych), ktorych ksztattowanie jest najwazniejszym zadaniem
kazdego nauczyciela’.

Wymagania ogolne to synteza, na wyzszym poziomie ogélnosci, najwazniejszych
celow ksztalcenia.
W przypadku gimnazjum i liceum (dla zakresu podstawowego i dla zakresu roz-
szerzonego) wyrézniono 5 wymagan ogélnych:

o Wykorzystanie i tworzenie informacji.

o Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

! A.A. Milne, Chatka Puchatka. Nasza Ksiggarnia, 2008, s. 79.

2 Z. Marciniak, O potrzebie reformy programowej ksztalcenia ogélnego [w:] Reforma programowa
z komentarzami, t."6. Edukacja matematyczna i techniczna. MEN,%OO9, s.7.

3 Ibidem, s. 10.
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+ Modelowanie matematyczne.
o Uzycie i tworzenie strategii.
o Rozumowanie i argumentacja.

Normalnie wszyscy nauczyciele interesujg sig gtéwnie wymaganiami szczegoto-
wymi; wymagania ogolne sq traktowane jedynie jako pewien dodatek, dodatek
wazny, ale wiele 0sob nie uwaza tego za cos istotnego*.

Podsumowujac, ksztalcenie wylacznie biegtosci postugiwania sie narzedziami
matematycznymi - wykonywanie obliczen czy pamietanie wzordéw coraz bar-
dziej podlega erozji. Cenniejsza dla wyksztalconego wspolczesnego czlowieka
jest umiejetnos¢ myslenia matematycznego - powinna by¢ zatem ksztalcona
juz od edukacji wczesnoszkolne;j.

Myslenie matematyczne

- Trzeba to sobie powiedziec, zesmy troche zblgdzili - odezwatl
sig Krélik. Cata tréjka przycupneta w matym Piaszczystym
Dotku na skraju Lasu. Ten Dolek trochg juz zmeczyt Puchatka,
ktory zaczynat podejrzewad, ze jest to taki dotek, ktéry cho-
dzi za nimi krok w krok. Bo gdzie tylko szli, zawsze w niego
wpadali [...]

- A co by bylo - rzekt Puchatek powoli - gdybysmy sprébowali
znaleZ¢ nasz Dolek, jak tylko stracimy go z oczu?

- A co nam z tego przyjdzie? - spytat Krélik.

- Bo my ciggle szukamy Domu i nie mozemy go znalezc,

wiec pomyslatem sobie, ze jezeli zaczniemy szukaé Dotka, to
wtedy na pewno go nie znajdziemy. I to jest dobra mysl, bo
moze wtedy znajdziemy cos, czego wcale nie szukamy, i to moze
bedzie wlasnie to, czego naprawde szukamy °.

Dynamiczny proces myslenia matematycznego® zawiera fazy:

 konkretyzacji,

uogdlnienia,

wysuwania hipotezy,

uzasadnienia,

proby rozszerzenia klasy rozwazanych przypadkow, czyli stworzenia
nowego problemu.

W szkole ponadgimnazjalnej na matematyce najciekawsze sa konteksty
problemowe. W ten sposéb umiejetno$¢ myslenia matematycznego mozna
sprawdzi¢ wyzszymi standardami wymagan ogélnych (III - modelowanie, IV
- strategia, V - dowodzenie).

* Ibidem, s. 55.
> A.A. Milne, Chatka Puchatka, op. cit. s. 107-108.
¢ J. Mason, L. Burton, K. Stacey, Myslenie matematyczne, WSiP, 2005.
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ZADANIE’ (Standard III)

Na plaszczyznie zaznaczono n punktow, z ktorych dowolne trzy nie sg wspot-
liniowe. Nastepnie polaczono te punkty odcinkami. Ile jest punktow, jesli wy-
znaczyly one 15 odcinkéw?

MODELOWANIE:
n punktow, z ktorych dowolne trzy nie sq wspétliniowe
__)
nie zdarzy sig, ze pewien odcinek bedzie lezat na innym odcinku.
KONKRETYZACJA i od razu UOGOLNIANIE
Sprébujmy punkty uporzadkowaé. Ponumerujmy je: 15 2; 3; 4;..., n.
o Dla punktu z numerem 1 mozemy wykresli¢ odcinki do wszystkich po-
zostalych punktéw, czyli mamy (n-1) odcinkdow.
« Dla punktu z numerem 2 nie ma sensu kresli¢ odcinka do punktu z nu-
merem 1, bo ten juz istnieje. Wiec kreslimy w wyobrazni odcinki do pozo-
statych punktéw, czyli w tym przypadku mamy (n-2) nowych odcinkéw.

o Wreszcie punkt o numerze (n-1) laczymy z ostatnim punktem o nume-
rze n, otrzymujac w ten sposob tylko 1 nowy odcinek.

WNIOSKOWANIE - ARGUMENTOWANIE

Punkty o numerach 1 2 3 e n-3 | n2 | n-l n

Liczba odcinkdéw ryso-

wanych z tych punktow n-l | n-2 A3 . 2 1 0

Liczba narysowanych odcinkéw réwna sie sumie:
(n-1)+(n-2)+ (n-3) +...+3+2+ 1=

Analizujac zapisy, wnioskujemy, Ze suma, ktdra posiada (n - 1) sktadnikéw, wynosi
n.(n-1)
2
HIPOTEZA
Dla n punktéw (spelniajacych zatozenie zadania) otrzymuj emyﬂg—'l) odcinkéw.
Proponujemy dowdd indukcyjny:
Sprawdzamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dlan = 2

dla 2 punktéw otrzymamy 2(2—21) = 1 odcinek.

Zatozenie indukcyjne:

dla n punktéw - otrzymamy n. (n -1) odcinkéw.
2

7 M. Kurczab, E. Kurczab, E. Swida, Zbiér zadas dla liceéw i technikéw. Matematyka. Zakres podstawowy.
Klasa 2. Oficyna Wydawnicza KRZYSZTOF PAZDRO, 2009, zad. 10, s. 58.
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Teza indukcyjna:
(n +l)o(n +l—1) _ (n +1)-n

2

odcinkéw.

dla (n+1) punktéw - otrzymamy

DOWOD indukcyijny:

»Dokladajac” do n punktéw jeszcze jeden punkt, powodujemy dorysowanie

jeszcze n odcinkéw (kazdy z poprzednich punkéw musimy potaczy¢ odcin-
kiem z punktem dorysowanym), czyli otrzymamy
(n-1 Pon+2 +1

n (n )+n:n }; n:(nz)n

Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest wiec prawdziwe dla
kazdej liczby punktow.

odcinkéow.

OdpowiedZ dozadania: 15 = }’l(;l——l), to n = 6 punktow.

CZY MOZNA ZADANIE ROZSZERZYC
- SFORMULOWAC INNE PYTANIA?

Pytanie: ile powstanie odcinkow to inaczej pytanie: ile jest roznych par punktow,
czyli generuje si¢ seria pytan o nieuporzgdkowane pary:

+ ile moze by¢ usciskow dloni na pewnej imprezie;
o ile partii rozegrano w turnieju, na ktérym kazdy grat z kazdym tylko
jeden raz.

Diagnoza osiagnie¢ matematycznych uczniéw mazowieckich szkot
ponadgimnazjalnych

Umiejetno$ci matematyczne w kontekstach problemowych sg, miedzy innymi,
umiejetnos$ciami badanymi w projekcie edukacyjnym Polowa drogi.

Na rysunkach 1-4 przedstawiono rozwoj umiejetnosci myslenia matematycz-
nego uczniow mazowieckich szkét ponadgimnazjalnych badanych na IV eta-
pie edukacyjnym dwukrotnie: na poczatku nauki w I klasie - sprawdzianem
Potega matematyki, a nastepnie w polowie nauki w szkole ponadgimnazjalnej,
w II klasie - sprawdzianem Pofowa drogi (w 2011 r.) lub (od 2012 r.) jednym
ze sprawdziandéw: Matematyka do potegi P (na poziomie podstawowym) albo
Matematyka do potegi R (na poziomie rozszerzonym). Rozwoj umiejetnosci
myslenia matematycznego jest zilustrowany za pomoca tamanej pokazujacej
wzrost tatwosci kompetencji wraz ze wzrostem poziomu wyniku ogélnego
przedstawionego na osi jako kolejne staniny.
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Potowa drogi'2011
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Rysunek 1. Diagnoza umiejetnosci myslenia matematycznego na podstawie wynikow
sprawdzianu Pofowa drogi’2011 (11 036 uczniow klas drugich). Zrodlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie wykresu wylania si¢ obraz przysztych maturzystéw, ktorzy
na potmetku nauki w szkole ponadgimnazjalnej nie opanowali umiejetnosci
dowodzenia prostych zaleznosci, a wymagania III (modelowanie) i IV (strate-
gia) na dostatecznym poziomie opanowalo mniej niz potowa uczniow.

Potega matematyki'2011
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Rysunek 2. Diagnoza umiejetnosci myslenia matematycznego na podstawie wynikéw spraw-
dzianu Potgga matematyki’2011 (13 000 uczniow klas pierwszych). Zrodlo: opracowanie wlasne.

Korzystniej prezentowaly si¢ wyniki kolejnego rocznika gimnazjalistéw roz-
poczynajacych nauke w szkolach ponadgimnazjalnych.
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Matematyka do potegi P'2012 Matematyka do potegi R'2012

1 1
09 09
0,3 038
0,7 0,7
06 0.6
05 05
04 04
03 03
0,2 02
01 01

[] ] T

1 n m w v wvi vil Vil IX I n m w v Vi Vi i X

Rysunek 3. Diagnoza umiejetnosci myslenia Rysunek 4. Diagnoza umiejetno$ci mysélenia

matematycznego na podstawie wynikow matematycznego na podstawie wynikéw
sprawdzianu Matematyka do potegi P’2012  sprawdzianu Matematyka do potegi R2012
(8 010 ucznidw klas drugich na poziomie (2 985 uczniow klas drugich na poziomie
podstawowym). rozszerzonym).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wieloaspektowa analiza wynikéw sprawdzianéw, chocby tylko z okresu ostat-
nich dwoch lat, wskazuje na wysoce niezadowalajacy poziom wyzszych umie-
jetno$ci matematycznych ucznidéw szkoét ponadgimnazjalnych.

Stabe strony polskich maturzystow w tym zakresie sa rowniez doskonale wi-
doczne i budzg powszechne emocje, zwlaszcza po wprowadzeniu, po 27 latach
przerwy, obowigzkowej matury z matematyki. Zadania wymagajgce rozumo-
wania i argumentacji potrafi rozwigzaé mniej niz 10% maturzystow °.

Nowy system nadzoru pedagogicznego obliguje dyrektoréw i nauczycieli do au-
torefleksji i analizy wlasnych dzialan. Proponujemy nauczycielom autoewalu-
acje, [...] ktora odpowiednio poprowadzona, daje odpowiedz na dwa zasadnicze
pytania: gdzie jestesmy i w jakim kierunku is¢, aby si¢ dalej rozwijac”’.

Podstawowym obowigzkiem nie tylko nauczyciela i wychowawcy, ale tez kazde-
go odpowiedzialnego cztowieka jest bycie wiarygodnym przewodnikiem uczniow
i udzielanie im pomocy [...]%.

Glownym czynnikiem wplywajgcym na jakos¢ edukacji jest to, co dzieje sie
miedzy mistrzem i uczniem, na kazdym etapie edukacyjnym [...], od zagadnien
abstrakcyjnych, po zajecia praktyczne. Niczym nie da si¢ zastgpic wartosci, jakg
jest kontakt ucznia z nauczycielem [...]".

8 Raport o stanie edukacji 2010, IBE, Warszawa 2011, s. 155 i nast.
® www.npseo.pl/action/internalevaluation
10 Oséwiadczenie Ministra Edukacji Narodowej Krystyny Szumilas z 22.03.2012 r. www.men.gov.pl

' Raport o stanie edukacji 2010, IBE, Warszawa 2011, s. 125 i nast.
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Ocenianie orientujace - relacje nauczyciel-uczen

Projekt Polowa drogi wpisal si¢ w zalozenia nowego rodzaju oceniania - zwanego
orientujacym. Dzieki takiemu ocenianiu istnieje mozliwos¢ powigzania okreso-
wego przegladu osiggnie¢ uczniéw z obserwacja pracy i rozwoju kazdego ucznia.

Nauczyciel, badajac umiejetnosci uczniéw, nie koncentruje si¢ tylko na ocenie
(sumujacej), ale staje sie mentorem - pomaga uczniowi oceni¢ stopien opano-
wania wiedzy z danego zakresu, wspodlnie z uczniem ustala przyczyny niepo-
wodzen oraz wskazuje zadania i tresci, ktére pomoga uzupelnic¢ braki, a nawet
osiaggna¢ wyzszy stopien wtajemniczenia. Takg ,,orientacje¢ na sukces” proponu-
jemy wspiera¢ odpowiednio przygotowanymi komentarzami dydaktycznymi.
Koncepcje kreowania komentarzy dydaktycznych przedstawiono na rys. 5.

> Uczen rozwigzuje zadania testu
» Nauczyciel ocenia rozwigzania przedstawione przez Ucznia
[ » Przypomnienie tresci zadania
L> Przykiad poprawnego rozwigzania zadania
ROZWIAZANIE UCZNIA NIEPOPRAWNE] 4.[ROZWU-\ZAN|E e R e
: l
Wskazéwki umozliwiajgce ~
poprawne rozwigzanie > Prezentacja umiejetnosci
z wyZszego pozlomu wymagan
> Zadania i przykiady rqzwiazar’\
[ROZWIAZANIE UCZNIA NIEPOPRAWNE] ilustrujace umiejetnosci z
wyzZszedgo poziomu wymagan
l > Uczen rozwiazuje zadania o

> Prezentacja umisjetnosci ,wstepnych” bt it

» Zadania i przykiady rozwigzan l

ilustrujgce umiejetnosci ,,wstepne”
> Uczen rozwiazuje zadania — najpierw z
poziomu nizszego, potem — podobne do [ UCZEN DYSPONUJE ]

zadan wystepujacych w tescie UMIEJETNOSCIAMI
Z WYZSZEGO POZIOMU

Rysunek 5. Interaktywny system wskazywania kierunku rozwoju ucznia. Zrédlo: Materialy
XVII Konferencji PTDE - opracowanie wlasne.

Idea samoregulacji uczenia si¢ matematyki - nauczyciel jako
wspierajacy autorytet i motywator

Weszystkie konie sqg jednej masci®

Wegierski matematyk George Polya (1887-1985) postuzyt sie dowodem induk-
cyjnym, by wykazal, ze wszystkie konie sq jednej masci. Dla przypadku n=1
(jednego konia) sprawa jest prosta - kort moze miec tylko jedno ubarwienie -
swoje wlasne. Teraz zatozmy, Ze teoria jest prawdg dla n=m koni. Mamy zbior
liczgcy m koni, wszystkie sq tej samej masci (1, 2, 3, ...m). Istniej drugi zbiér
(m+1) koni (1, 2, 3, ...m+1). Zabieramy jednego konia z drugiego zbioru, wigc
teraz zawiera on (2, 3, ...m+1). Obydwa zbiory majg wspolng czesé. Drugi
zbiér jest zbiorem m koni, o ktérym wiemy, Ze jest zbiorem koni tej samej ma-
sci. Postugujqgc sig zasadqg indukcji, mozemy kontynuowaé rozumowanie dla
wszystkich nastepnych koni, zatem wszystkie konie sq jednej masci.

Interaktywny system wskazywania kierunku rozwoju indywidualnego ucznia
zaowocowal ideg samoregulacji uczenia si¢ matematyki, w ktérym to procesie
nauczyciel wystepuje jako wspierajacy autorytet i motywator.

12 A. Rooney, Fascynujgca matematyka, wyd. BELLONA, Warszawa 2011, s. 288.
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Dyskusje naukowa: uczen (potrzebujacy pomocy) - nauczyciel (mentor) pre-
zentujemy na przykladzie zadania wymagajacego wiedzy z geometrii (pola
figur, podobienstwo) oraz umiej¢tnosci wykonywania obliczen procentowych.

Tabela. 1. Komentarz dydaktyczny, wskazujacy kierunek rozwoju ucznia. Zrédto: opraco-
wanie wlasne.

ZADANIA ¢wiczgce umiejetno$ci podstawowe
o Ile razy wzrosnie pole kwadratu o boku a, jesli dlugo$¢ jego boku zwigkszymy dwukrotnie (wykonaj
rysunek)?
o Ile razy wzrosnie pole kwadratu o boku a, jesli dlugo$¢ jego boku zwiekszymy o 100%?
« Ile razy wzro$nie pole kwadratu o boku a, jesli dlugos¢ jego boku zwiekszymy o 50%2
o Ile razy wzrosnie pole kwadratu o boku a, jezeli dtugos¢ boku tego kwadratu powiekszymy o 20%?
» Rozwiagz podobne zadania, zamieniajac stowa ,kwadrat” na ,tréjkat réwnoboczny’.
« Rozwigz podobne zadania, zamieniajac sfowa ,kwadrat” na dowolny ,wielokat foremny”.
o Ile razy wzro$nie pole prostokata o bokach a oraz b, jesli dtugosci jego bokéw zwiekszymy dwukrotnie
(wykonaj rysunek)?
A

CO POWINIENES UMIEC
. Przeczytaj uwaznie tre$¢ zadania i wyobraz sobie opisang sytuacje.
. Podstawowe pojecia - tréjkat, trojkat rownoboczny, pole trojkata, procent, zmniejszy¢/zwigkszyc¢ o... procent.
. Co to znaczy - figure zmniejszono?
. Czy znasz takie przeksztalcenie, ktére zachowuje ksztalt i proporcjonalnie zmniejsza wszystkie wymiary figury?
. Jak nazywamy takie dwie figury - mata i duza?
. Jesli juz przypomniales sobie wlasnosci figur podobnych, to zapisz, czemu jest rowny stosunek pdl takich

figur.
A
ZADANIE

Trojkat rownoboczny zmniejszono w ten sposob, ze powstal nowy trojkat réwnoboczny o polu mniejszym
0 36%. O ile procent zmniejszyly si¢ boki trojkata?

4

ZADANIA ROZWIJAJACE

QNG W N =

1. Przedyskutuj rozwigzania zadan:
a) O ile zwickszylo 519 pole kwadratu o boku a, jezeli dlugo$¢ boku tego kwadratu pow1<;kszon0 dwukrotnie?
a. a’ b.2a’ c3a’ d. 4a’

b) Ile razy wzro$nie pole kwadratu o boku g, jezeli dlugos¢ jego boku powiekszymy dwukrotnie?

¢c) O ile procent zwigkszylo si¢ pole kwadratu o boku g, jezeli dlugos¢ boku tego kwadratu powigkszono
dwukrotnie?

2. Trojkat rownoboczny AB’C jest podobny do tréjkata ABC w skali 1 : 5. Jakim procentem pola tréjkata ABC
jest pole tréjkata AB'C’? 2

3. Uzasadnij, ze powiekszajac dtugos¢ kazdego boku figury f o p%, zwigkszamy pole tej figury (1 + —) razy.

Myslenie zawsze lgczy sig z cierpieniem i przyjemnoscig; cierpieniem wywolanym nie-
zrozumieniem oraz przyjemnosciq, jakg daje olsnienie i przekonywajgce argumenty®.

- Gayby Pszczofami byly NiedZwiadki, \
Nisko na ziemi miatyby chatic, /N
A Ze tak nfe jest, ofo przyczyna, g

Ze sie musimy na drzewa wspinac, \)J"
D BN S

" ]. Mason, L. Burton, K. Stacegr , Myslenie matematyczne, WSiP, 2005, s. 125.14 A.A. Milne, Kubus Puchatek.
Nasza Ksiegarnia, 2008, s

" A.A. Milne, Kubus Puchatek. Nasza Ksiegarnia, 2008, s. 12.
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