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Metody statystyczne wykorzystywane w szacowaniu
trzyletnich wskaznikow egzaminacyjnych

Wstep

Trzyletni wskaznik egzaminacyjny publikowany przez Centralng Komisje
Egzaminacyjng zostal opracowany przez grupe odpowiedzialng za metodologie
szacowania wskaznika Edukacyjnej Wartosci Dodanej’. Wskaznik ten zostal
przychylnie odebrany przez osoby zainteresowane poszerzaniem swojej wiedzy
o pracy szkol. Forma graficzna, w jakiej przedstawiany jest wskaznik, powoduje, iz
jego pobiezna interpretacja jest intuicyjna, nie sprawia wigkszych problemoéw i nie
wymaga specjalistycznej wiedzy statystycznej, a jedynie wyobrazni i zdrowego
rozsadku. Pod pozorami tej prostoty kryja sie jednak wyrafinowane procedury
statystyczne, starannie wybrane i przetestowane po to, by przedstawiany wynik
byl jak najbardziej dokladny, trafny oraz rzetelny. W artykule tym przyblizone
zostang kulisy szacowania omawianego wskaznika na tyle dokfadnie, aby
pozwoli¢ czytelnikowi odtworzy¢ i zrozumie¢ kolejne kroki analiz statystycznych
uzywanych podczas szacowaniu wskaznika trzyletniego.

Szacowanie omawianego wskaznika egzaminacyjnego mozna podzieli¢ na
cztery etapy:

1. Normalizacja wynikéw egzaminacyjnych za pomoca metody

ekwicentylowej.

2. Szacowanie wynikéw koncowych za pomocg modeli wielopoziomowych.

3. Szacowanie wskaznika edukacyjnej wartosci dodanej za pomocg modeli

wielopoziomowych.

4. Przedstawianie wynikow w dwuwymiarowej przestrzeni przy

uwzglednieniu niepewnosci szacowania.

W kolejnych czesciach tego artykutu przedstawiony zostanie kazdy z tych
krokéw. Zaczniemy od zréwnywania opartego na metodzie ekwicentylowej,
jednak z uwagi na to, iz metoda ta jest stosunkowo dobrze znana w polskich
badaniach edukacyjnych, poswiecone jej zostanie stosunkowo malo miejsca.
Kluczowymi punktami, ktore zostang bardziej szczegélowo opisane, sa punkty
drugi i trzeci. Stanowig one bowiem rdzen szacowanego wskaznika. Skupimy
sie tu na modelowaniu, za pomoca ktorego uzyskujemy wyniki koncowe oraz
wyniki wskaznika edukacyjnej wartosci dodanej. Jako odwolanie do punktu
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2 Do ktorej nalezy autor tego tekstu. Blizsze informacje patrz: www.ewd.edu.pl
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drugiego i trzeciego, poruszona zostanie réwniez kwestia estymacji Bayesowskich,
wykorzystywanych w szacowaniu trzyletnich wskaznikéw egzaminacyjnych.
W punkcie czwartym omoéwiona zostanie koncepcja graficznego prezentowania
wskaznikow ze szczegdlnym uwzglednieniem przestanek statystycznych wiazacych
si¢ z takim sposobem prezentacji wynikéw.

1.

Przy normalizacji wynikéw za pomoca metody ekwicentylowej warto
zdefiniowa¢ dwie funkcje. Niech F(x) bedzie kumulatywna funkcja gestosci
rozkladu zmiennej losowej X (reprezentujacej wynik egzaminu), a funkcja P(x)
funkcjq wyznaczajgca range pozycyjna® tak, ze:

Px) = 100{F(x*-1)=[x-(x*-0,5)][F(x*)-F(x*)-F(x*-1)]},
=0 dlax <-0,5
(1.1)
=100  dla x > max(x)+0,5
gdzie:
-0,5 < x < max(x) + 0,5;
x*: to najblizsza liczba calkowita wartosci x tak, ze:
x*-05<=x<x*+ 05
max(x): to maksymalna do uzyskania liczba punktow.

Funkcja P(x) zdefiniowania w réwnaniu (1.1) jest recepta na przeksztalcenie
wyniku surowego na range pozycyjna, czyli dzieki niej mozna umiesci¢ wynik
na kumulatywnej skali wynikéw. Oznacza to zrelatywizowanie danego wyniku
do pozycji w rozkladzie skumulowanym. Graficzna reprezentacja tej funkcji
przedstawiona zostala na rysunku 1.1. Na krzywej wyrazajacej ksztalt funkeji
kwadratami zaznaczono réwniez 51 punktéw odpowiadajacych 51 mozliwym
do uzyskania wynikom egzaminacyjnym (przyklad odwoluje si¢ do czesci
matematyczno-przyrodniczej egzaminu gimnazjalnego 2009; skala tego testu
wynosi od 0-50). Na rysunku zaznaczono réwniez przykladowe przeksztalcenie
wyniku surowego réwnego 30 punktom. Mozna odczytaé, ze 63,8% ucznidw
uzyskalo wynik 30 punktéw lub gorszy.

* Dalsze informacje patrz: M. J. Kolen i R. L. Brennan, Test Equating, Scaling and Linking Methods
and Practices Second Edition, Springer, New York 2004.
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Rysunek 1.1. Funkcja wyznaczajaca range pozycyjna dla egzaminu gimnazjalnego
2009, czes$¢ matematyczno-przyrodnicza
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Rysunek 1.2. Funkcja przeksztalcenia liniowego wyznaczajaca wynik po normalizacji

Jezeli podzielimy rozklad gestosci na 100 réwnych czesci (percentyle), wynik ten
bedzie mial range 64. Jezeli jednak rozklad gestosci podzielimy na 1000 réwnych
czesci, ranga bedzie wynosi¢ 638. Wybor doktadnosci, z jaka przenosimy wyniki
surowe na rangi, nie jest bez znaczenia. Im mniejsza liczba podzialéw rozktadu
kumulatywnego, czyli mniejsza ilo$¢ rang, tym rozklad wynikéw wyrazonych
w rangach bedzie bardziej przypominal rozktad normalny. Ceng tego jest jednak
doktadno$¢ szacowania wynikow. Przy podziale rozktadu skumulowanego na 10
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cze$ci bedziemy mieli tylko 10 rang w stosunku do 51 punktéw. W przypadku
podziatu rozkladu skumulowanego na 100 czgéci uzyskujemy (w zaleznosci od
rodzaju i edycji egzaminu gimnazjalnego) okolo 40 unikalnych rang. Dzieje si¢
tak dlatego, ze rzadkie wyniki, szczegélnie na skrajach rozkladow, ,sklejaja sie
ze sobg”. Nawet podzial rozktadu skumulowanego na 1000 czgéci nie gwarantuje
tego, ze kategorie sie nie skleja. Mozna to przesledzi¢ na rysunku 1.1, gdzie rangi
zdefiniowane s3 na podstawie podzialu rozkladu skumulowanego na 1000 czesci.
Pig¢ najnizszych wynikéw egzaminacyjnych uzyskuje identyczna, najnizsza range.
Jednak wlasnie ten podzial okazal si¢ najbardziej optymalny przy zachowaniu
dostatecznej rownowagi migdzy dokfadnoscig pomiaru a normalizacja.

Tak wuzyskana ranga przedstawiona zostaje na skali o S$redniej 100
i odchyleniu standardowym 15. Aby przeksztalci¢ uzyskane rangi na takg skale
(tak jak jest to pokazane na rysunku 1.2), musimy odwotac¢ si¢ do liniowej funkcji
przeksztalcajacej uzyskang range p = P(x) na skale o zadanych parametrach (czyli
$redniej 100 i odchyleniu standardowym 15). Mozemy to zrobi¢, odwolujac si¢ do
prostego przeksztalcenia liniowego, ktdre mozemy zapisa¢ jako funkcje L(p):

(1.2)
15 15
L(p)=—p+|100- —pu,
O-p b O-p J

gdzie: 0, to odchylenie standardowe wyniku wyrazonego w rangach p
I, to $rednia wyniku wyrazonego w rangach p.

Graficzng reprezentacje funkcji L(p) mozna znalezé na rysunku 1.2. Na tym
rysunku mozna tez zaobserwowal przeksztalcenie wczesniej omawianej rangi
638 na skale o $redniej 100 i odchyleniu standardowym 15, w ktérej ranga ta ma
warto$¢ 105,32.

Na rysunku 1.3 i 1.4 przedstawiono rozklady egzaminu gimnazjalnego przed
normalizacja i po niej. W tabeli 1.1 przedstawiono wartosci punktowe przed
normalizacjg i po niej.
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Rysunek1.3.Rozklad egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢ matematyczno-przyrodnicza
przed normalizacja
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Rysunek 1.4. Rozklad egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢ matematyczno-przyrodnicza
po normalizacji

141



XV Konferencja Diagnostyki Edukacyjnej, Kielce 2009

Tabela 1.1 Wyniki surowe i po normalizacji egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢
matematyczno-przyrodnicza

WS WN WS WN WS WN WS WN WS WN

0/1 53,32 11 77,92 21 95,53 31 106,34 41 117,81
2 53,32 12 80,28 22 96,78 32 107,35 42 119,34
3 53,32 13 82,39 23 97,97 33 108,34 43 121,00
4 53,32 14 84,40 24 99,12 34 109,38 44 122,73
> 58,49 15 86,34 25 100,21 35 110,46 45 124,68
6 62,05 16 88,07 26 101,28 36 111,55 46 126,97
7 65,90 17 89,75 27 102,30 37 112,64 47 129,33
8 69,28 18 91,36 28 103,31 38 113,87 48 132,37
9 72,43 19 92,84 29 104,32 39 115,13 49 135,12
10 75,29 20 94,25 30 105,32 40 116,44 50 140,04

WS Wynik surowy

WN Wynik znormalizowany

Doszacowaniawynikéwkoncowychdanegogimnazjum, czyliwynikusredniego
z trzech kolejnych lat, wykorzystywane jest modelowanie wielopoziomowe. Stosuje
si¢ tutaj tak zwany ,model pusty”, w ktérym wykorzystywane s3 informacje
o wynikach poszczegélnych uczniéw oraz informacja o pogrupowaniu ich
w szkotach. Aby przywola¢ informacje o pogrupowaniu uczniéw do klasycznego
réwnania opisujacego sredni wynik uczniéw w populacji z uwzglednieniem bledu
pomiaru:

Y, =B, e (2.1)

gdzie:  y; to wynik i-tego ucznia
B, to $rednia wynikow w populacji
e, wyraz bledu,

Wprowadzamy indeks j - oznaczajacy szkofe j.
Roéwnanie wyglada wtedy nastepujaco:

Poziom jednostki (1): Vi = ﬁoj + 1‘lj (2.1)
gdzie:
Poziom szkoty (2): 60;': Voo T uoj
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Gdy wprowadziliémy informacje o pogrupowaniu, analiza stala si¢ analiza, w ktdrej
bierzemy pod uwage dwa poziomy rzeczywistosci - poziom jednostek (uczniow)
i poziom grup, do ktérych owe jednostki naleza (poziom szkot). Mozna to zapisa¢
w jednym réwnaniu. Réwnanie to podzielmy na dwie czesci: tak zwang czes$¢ stala
i czes¢ losowa, gdzie cze$¢ losowa zamknigta zostala w nawiasie kwadratowym:

yij =Yoo T [uoj + rlj] (22)

Model 2.2 to prosty, dwupoziomowy model, ktéry zostal wykorzystany do
obliczania wskaznika wyniku egzaminacyjnego danej szkoly, gdzie i-te pomiary
s3 obiektami pierwszego poziomu, a dane jednostki j s3 obiektami z drugiego
poziomu (szkota); Yy oznacza tutaj warto$¢ oczekiwana dla populacji (efekt
staly - niezmienny w kontekscie calej populacji), natomiast 3 jest parametrem
skladajacym si¢ z czesci stalej Yo, charakteryzujacej wynik dla populacji, oraz
czesci losowej - opisujacej zréznicowanie parametréw miedzy grupami, wyrazanej
za pomocg U, Czasami, szczegolnie w teoriach testow, parametr ten okresla si¢
jako wynik prawdziwy lub zmienng ukrytg, $wiadczaca o prawdziwym poziomie
umiejetnosci, prawdziwej wartosci inteligencji czy prawdziwej wartoéci, ktorg to
probujemy odkry¢ za pomocg zawodnych narzedzi. Catkowity biad przewidywania
e,znany z réwnania (2.1) mozna teraz przedstawic jako sume bledu na poziomie
jednostkowym r,; oraz grupowym u, tak, ze:

e=1r.+u.
i T

(Zostalo to przedstawione na rysunku 2.1)

Zakladamy tutaj, Ze r, ma rozklad normalny w populacji pomiaréw (uczniow).
Ponadto u, jako odchylenle od populacyjnej sredniej, dla j-tych przedmiotow,
ma rozklad normalny w calej populac] >wynikow prawdziwych” o $redniej zero
i odchyleniu standardowym T,

o
I,
T 27 LWprawdziwy” wynik dla obiektu j ( ﬁn ;)

e
iU .
07

o |

Rysunek 2.1. Relacje miedzy bledami, efektem stalym w populacji i wynikiem
prawdziwym dla obiektu j

v
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Zalozenia s3 zatem analogicznie jak w klasycznej regresji liniowej z tym,
ze w rozbiciu na dwa poziomy. Ponadto zaklada si¢, ze bledy sg od siebie
niezalezne:

E(ur;)=0 (2.3)
E(uu,)=0 (i# )) (24)
(lt lS) E( lt ]t) E( tt ]s) 0 (li],tiS) (25)

Pomiary y, y, s3 niezalezne od siebie w grupie pomiaréw dla grupy. Zaleznos¢
ich w1dz1ana jest dopiero na wyzszym poziomie, gdzie patrzymy na wszystkie
wyniki zagniezdzone w grupach, do ktérych przynalezg jednostki obserwaciji, ich
zaleznos$¢ odzwierciedlana jest przez blad u,. Dlatego wariancj¢ wartosci y, mozna
zapisa¢ nastepujaco, co rowniez obrazowo przedstaw1a rysunek 2.1:

. . . 2
Var(y,)=Tar(y,+u,+n)=Tar(u,+1,)=14+0c" (2.6)

Po co wprowadza¢ takie komplikacje, zamiast liczy¢ srednig w klasyczny sposob
dla poszczegolnych szkot i traktowac ja jako wartos¢ oczekiwang? Odpowiedz jest
prosta: $rednia traktujemy jako warto$¢ oczekiwang pracy szkoly i waznym
aspektem staje si¢ dla nas estymowanie bledu szacowania. Klasyczne szacowanie
warto$ci oczekiwanej (poprzez $rednig) i bledow standardowych nie jest w tym
przypadku optymalne. Klasyczne szacowanie wartosci oczekiwanej jest optymalne
tylko warunkowo, to znaczy wtedy, gdy odnosi si¢ do jednej szkoty. Gdy estymujemy
srednig standardowg dla grupy szkot, najbardziej optymalne okazuja si¢ Bayesowskie
predykcje* a posteriori. Predykcje te w przypadku oszacowan punktowych dajg
minimalng kwadratowg funkcje bledu oszacowania i méwi sie o nich, iz s3 BLUP,
czyli Best Linear Unbiased Predictors (najlepsze liniowe nieobarczone biedem
predykecje) dla catej populacji. Maja tez optymalne, czyli najnizsze poprawne, bledy
standardowe, dzieki ktorym wyznaczane sg przedzialy ufnosci.’> Wszystko to za
cen¢ warunkowego obcigzenia. Predykcje te wykazuja pewien konserwatywny
(czyli ukierunkowany w strone $redniej) bfad na poziomie szkot dla placowek
o niewielkiej liczbie uczniéw i/lub skrajnych wartosciach $redniej (by, ).

Podstawowa idea, jaka kryje si¢ za Bayesowskimi metodami wyniku koncowego,
jest uzycie dwoch typow informacji: (1) o jednostkach nalezacych do j-tej grupy
oraz (2) informacji o calym rozkladzie u (czy de facto o rozkladzie $redniej:
Boj = Po + u) w calej populacji: éredniej rownej 0 i odchyleniu standardowym Ty

* Konwencjonalnie o estymatorach Bayesowskich mowi si¢ jako o predyktorach.

> Rabe-Hesketh, Sophia i Anders Skrondal, Multilevel and Longitudinal Modeling Using Stata.
College Station, Texas: Stata Press Publication — StataCorp LP. 2008; s. 82.
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Klasyczny estymator wartosci oczekiwanej dla grupy j, a w jezyku modelowania
wielopoziomowego - stala regresji wielopoziomowej (By; = By + ), to oczywiscie
klasycznie liczona $rednia®:

n P
By, = Z v,/ n 2.7)
=1

Zas estymator dla calej populacji, czyli srednia populacyjna, to oczywiscie:

1,

N ~
Yoo = Z gﬁo; (2.8)

=1

Gdzie n; oznacza liczebnodc j-tej grupy, N to liczebnodc badanych grup; M to
calkowita liczebno$¢ populacji. Estymator Bayesowski jest §rednia wazong dwoch
estymatorow: grupowego i populacyjnego tak, ze”:

~EB - : ~
ﬁOJ’ = )L'Jfﬂ()j + (1 - )L'J')?/OO (29)
dzie: z‘z
s A, = = (2.10)

Jak wida¢ zatem z réwnan (2.9 i 2.10), na réznice miedzy estymatorem klasycznym
i predyktorem Bayesowskim dla j-tej grupy wplywaja 4 elementy:

1. Zrdinicowanie  predyktorow  grupowych ~w  calej populacji
charakteryzowane przez 1%,

2. Zréznicowanie wewnatrzgrupowe:0?

3. Wielkos¢ grupy: n,

4. Roéznica migdzy srednig w populacji a klasycznym estymatorem wynikéw
koncowych w grupie.

W praktyce dwa ostatnie punkty maja najwiekszy wplyw na réznice miedzy
oszacowaniem klasycznym a Bayesowskim. Czyli liczebno$¢ grupy j (w naszym
wypadku szkoly) oraz jej odleglos¢ od sredniej populacyjnej. Im szkola mniejsza,
a wynik jej bardziej oddalony od s$redniej populacyjnej, tym korekta zwigzana

¢ ‘W tym wypadku $rednia jest tez tozsama z estymatorem MLE.

7 Snijders, Tom A.B. i Roel J. Bosker, Multilevel Analysis. Thousand Oaks - London - New
Delhi: Sage 2004, s. 56-66.
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z uzyciem predyktora Bayesowskiego jest wigksza. Bedac bardziej dostownym,
mozna powiedzie¢, iz w wypadku matych i oddalonych od sredniej populacyjnej
szkot predyktor Bayesowski bedzie ,,$ciagal” wyniki ku $redniej. Przedstawione to
zostato na rysunkach 2.212.3. Na pierwszym z tych rysunkéw widac, ze najwigksze
réznice miedzy klasycznym estymatorem a predyktorem Bayesowskim dotycza
szkol, w ktdrych w przeciagu 3 lat uczylo sie mniej niz 100 uczniéw. Ponizej tego
progu rdznice niezwykle maleja po to, by powyzej 400 jednostek obserwacji sta¢
si¢ marginalnymi i oscylowa¢ wokét 0,5 punktu® (na skali $rednia 100, odchylenie
standardowe 15). Natomiast na rysunku 2.3 wida¢, iz réznice miedzy klasycznym
estymatorem a predyktorem Bayesowskim rosng wraz z oddalaniem si¢ wynikow
szkot od $redniej populacyjnej (100).

Najwiekszy zysk ze stosowania estymatoréw Bayesowskich to korekcja bledow
standardowych oszacowan. Bledy standardowe predyktoréw Bayesowskich mozna
zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

A 1
SE]) = ——— (1)

-2 -2
Ty +0 1,

Réznice miedzy estymatorami
Egzaminy Gimnazjalne 2007-2009: czest matematyczno-przyrodnicza
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Rysunek 2.2. Roznice miedzy estymatorem klasycznym i Bayesowskim a liczebnoscia
grupy

Roznice oscyluja wokot punktu 0,5 a nie 0,0, poniewaz prezentowane poprawki odnosza
sie do szkot o liczebnos$ci +30. Natomiast rozklad predyktoréw grupowych w populacji,
a zatem T, estymowana jest dla wszystkich szkét. Poniewaz wielko$¢ szkoly jest skorelowana
z wynikami, $rednia réznic wyzsza jest od zera.
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Roéznice miedzy estymatorami
Egzaminy Gimnazjalne 2007-2009: czes¢ matematyczno-przyrodnicza

-
 J
- o.: -
_— s‘. - .0
e
8
fo S
2 R R
>
- -
-y >
o * >
0. *
Wll -
T T T T T
60 80 100 120 140

Klasyczny estymator

Rysunek 2.3. Réznice miedzy estymatorem klasycznym i Bayesowskim a porownanie
dla réznych wynikow estymatora klasycznego

Réznice migdzy S.E.
Egzamin Gimnazjalny 2009: czest matematyczno-przyrodnicza
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Rysunek 2.4. Roinice miedzy klasycznym bledem standardowym i bledem
standardowym dla predyktora Bayesowskiego a liczebnos¢ uczniow
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Roéznice migdzy S.E.
Egzamin Gimnazjalny 2009: cze$¢ matematyczno-przyrodnicza
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Rysunek 2.5. Roinice miedzy klasycznym bledem standardowym i bledem
standardowym dla predyktora Bayesowskiego a zréznicowanie wynikow

W wypadku btedéw standardowych, oprécz informacji o rozkladzie wynikow
we wszystkich szkotach, korekta bledéw zalezy przede wszystkim od dwodch
czynnikéw: wielkosci szkoly i zrdznicowania wynikéw uzyskiwanych przez
uczniow w szkolach. Pokazuja to rysunki 2.4 1 2.5. Na rysunku 2.4 wida¢ wyraznie,
iz najwieksze korekty (w obie strony) dotyczg szkot, w ktorych mamy stosunkowo
niewiele obserwacji (ponizej 100). Im szkoly liczniejsze, tym korekty staja si¢
coraz bardziej marginalne. Rysunek 2.5 pokazuje, jak korekty Bayesowskie zaleza
od zréznicowania wynikéw wewnatrz szkoly. Gdy zréznicowanie mierzone
odchyleniem standardowym zbliza si¢ do zréznicowania $redniego w populacji,
korekty s3 niewielkie. Gdy zréznicowanie w szkotach jest wyzsze niz $rednie
zréznicowanie w populacji, korekta jest dodatnia (czyli blad standardowy
predykecji Bayesowskich jest mniejszy niz klasyczny biad standardowy), gdy
zréznicowanie w szkolach jest nizsze niz $rednia w calej populacji, korekta
jest ujemna (czyli blad standardowy predykcji Bayesowskich jest wiekszy niz
klasyczny blad standardowy). Podobnie jak same predyktory, Bayesowskie bledy
sa optymalne, czyli w sposob optymalny minimalizujg popelnienie btedu podczas
wnioskowania statystycznego.
3.

Naturalnym rozszerzeniem dla modelu zaprezentowanego wczesniej,
w ktorym szacowany byt predyktor wynikow koncowych, jest dodanie zmienne;j
niezaleznej x” lub wektora zmiennych niezaleznych, opisujacego zwiazek liniowy
ze zmienng Y parametrem [, lub wektorem parametréw: . Na model taki
mozna patrze¢ jako na rozszerzenie modelu pustego o zmienng wyjasniajaca
lub rozszerzenie klasycznej regresji jednej zmiennej o informacje dotyczace
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pogrupowania jednostek. Model z efektem losowym dla statej regresji zapisujemy
nastepujaco (zapis dla jednej zmiennej niezaleznej):

Poziom jednostki (1): ¥y = By + By X+ (3.1)
gdzie:
Poziom szkoly (2): Bu= Yoo + Uy,

By = Yoo

Jak wida¢, w tym modelu wspotczynnik nachylenia B;; uznajemy za staly dla
wszystkich grup, tak jak w klasycznej regresji, i zapisujemy jako: By; = vy, jednak
pozostajemy przy zalozeniu z poprzedniego modelu zwigzanym ze stalg regresji,
ktérg traktujemy jako zmienna losowa. Do wyrazu wolnego (stalej regresji)
dolaczony zostanie efekt losowy: By;= Yoo + U,;. Tak jak w modelu 2.2. Caly model
mozna przedstawi¢ w jednym réwnaniu liniowym w nastepujacy sposob:

Vi = Yoo F VioX; T U, I (3.2)

Ilustracja dla tego modelu jest poniiszy rysunek. Jak wida¢, zaleznos$¢ miedzy
Yi X jest stala dla calej populacji; tym, co réznicuje j-te grupy, jest efekt losowy u,,
ktéry wyraza to, iz w réznych grupach przewidujemy rézne, warunkowe wartosc1
oczekiwane. Méwigc obrazowo, model ten pozwala na to, by wyraz wolny zmieniat
si¢ w zaleznosci od danej grupy, przesuwajgc w ten sposob krzywa regresji o u,,
Jak wida¢ na rysunku, krzywa regresji dla grupy j (zaznaczona linig przerywanq)
jest przesunieta w dot wzgledem krzywej dla calej populacji (linia ciagta).

Rysunek 2.6. Ilustracja efektu losowego dla stalej regresji (za Rabe-Hesketh, Sophia
i Anders Skrondal: s. 96)
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Zal6zmy, ze zmienng wyjasniang jest wynik egzaminu gimnazjalnego, a zmienng
wyjasniajacg sprawdzian po szkole podstawowej. W przypadku modelu wielopo-
ziomowego mozemy zapisa¢ to nastepujaco, lekko reorganizujac réwnanie 3.2:

¥, = (Yyo * qu) VX I (3.3)

Zastanowmy si¢ teraz, co tutaj oznacza u, Jest ot efekt szkoly szacowany dla
indywidualnego wyniku y,, a precyzy)nleJ relatywny efekt szkoly w stosunku
do wartosci przew1dywanej dla calej populacji szkét Yy, Ale to nie wszystko.
Jest to efekt warunkowy, czyli przy zalozeniu, ze wszystkie inne czynniki pozostaja
bez zmian, pozostang zawieszone. W naszym wypadku tym innym czynnikiem
wyrazonym explicite jest wartos¢ wyniku sprawdzianu po szkole podstawowe;.
Warto$¢ u, jest zatem tym, co szkota ,dodata” (lub dodataby, gdyby chodzili do
niej inni uczniowie) bez wzgledu na to, jakie wyniki otrzymali ze sprawdzianu po
szkole podstawowej. To w edukacji nazywamy warto$cig dodang. Dzigki modelom
wielopoziomowym mozliwe jest zatem estymowanie wartosci dodanej dla szkot.
Oczywiscie modele szacowania EWD trzyletniego sa bardziej skomplikowane,
lecz skomplikowanie to wyraza si¢ przede wszystkim w uzyciu wigkszej liczby
zmiennych niezaleznych zwigkszajacych dopasowanie modelu do danych.’
W tabeli 2.1 mozna znalez¢ liste zmiennych niezaleznych wykorzystanych
modelowaniu trzyletniego wskaznika EWD.

Tabela 2.1. Lista zmiennych niezaleznych zawarta w wektorze X

Oznaczenie Opis Uwagi
X, wynik sprawdzianu po szkole podstawowej zmienna ciggla
X, ple¢ zmienna 0-1
X, dysleksja na sprawdzianie po szkole podstawowej zmienna 0-1
X, dysleksja na egzaminie gimnazjalnym zmienna 0-1
XX, dysleksja_spr*dysleksja_gim interakgja (zmienna 0-1)
X, czy rok 2008? zmienna 0-1
X, czy rok 2009? zmienna 0-1
XX, rok 2008*spr interakcja
XX, rok 2009*spr interakcja
XX 2 rok 2008*spr* interakcja
XX} rok 2009*spr? interakcja
XX rok 2008*spr? interakcja
XX} rok 2009*spr® interakcja

® Wigcej informacji o zmiennych niezaleznych w modelach edukacyjnej warto$ci dodanej
mozna znalez¢ w: R. Dolata (red.), Edukacyjna wartos¢ dodana jako metoda oceny efektywnosci
nauczania na podstawie wynikéw egzaminéw zewnetrznych, CKE, Warszawa 2007.
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Metoda obliczania edukacyjnej wartosci dodanej na podstawie modeli
wielopoziomowych ma kilka zasadniczych zalet. Niestety omoéwienie ich
wykracza poza ramy tej publikacji. W skrocie mozna powiedzie¢, iz podobnie
jak w przypadku Bayesowskich predyktoréw wynikéw koncowych, otrzymujemy
optymalne oszacowania wskaznika efektywno$ci pracy szkol oraz optymalne
oszacowania bledéw standardowych. Warto podkresdli¢, iz wszystkie wzory
i zaleznosci pokazane w punkcie 2. stosujg si¢ rowniez do wskaznika edukacyjnej
warto$ci dodanej. Nie bedziemy zatem powtarza¢ tych przyktadow.

4.

Ostatnim elementem niezbednym do prezentacji wskaznika trzyletniego jest
pofaczenie informacji o wynikach koncowych i wskazniku wartosci dodanej.
Jako ze efektem zestawienia tych dwodch wskaznikéw ma by¢ forma graficzna
przedstawiona w dwuwymiarowym ukladzie wspolrzednych, najwlasciwszym
rozwigzaniem jest tutaj postuzenie si¢ funkcja wiarygodnoséci, a precyzyjniej
ztozeniem dwoch funkeji wiarygodnosci: wyniku egzaminu koncowego i wskaznika
edukacyjnej wartosci dodanej dla danej szkoly. W obu wypadkach zakladamy, ze
funkcja wiarygodnosci w obydwu sytuacjach ma rozktad normalny i odchylenie
standardowe proporcjonalne do bledu standardowego szacowanego wskaznika;
natomiast maksimum funkcji wiarygodnosci odpowiada punktowemu oszacowaniu
wskaznika. Poprzez zlozenie takich dwoch funkeji otrzymujemy dwuwymiarows
funkcje wiarygodnosci, tak jak zostalo to przedstawione na rysunku 4.1.

Rysunek 4.1. Dwuwymiarowa funkcja wiarygodnosci
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Ksztalt tej dwuwymiarowej funkeji gestosci wiarygodnosci da sie opisa¢ za
pomocy macierzy kowariancji K tak, ze:
K:{U”” um} 1)
Vg Ui

gdzie:

V,, jest wariancja pierwszej funkcji wiarygodnosci proporcjonalng do bledu
standardowego wyznaczanego wskaznika wynikéw koncowych

V), jest wariancjg drugiej funkcji wiarygodnosci proporcjonalng do bledu
standardowego wyznaczanego wskaznika edukacyjnej wartosci dodanej

Uy = Uy, to kowariancja miedzy funkcjami wiarygodnosci, proporcjonalna

do korelacji wskaznika koncowego i indywidualnych reszt regresji
wielopoziomowej.

Wierzchotek tej dwuwymiarowej funkcji wiarygodno$ci wyznacza nam
najbardziej wiarygodny laczny wynik koncowy i wynik edukacyjnej wartosci
dodanej dla dwuwymiarowej przestrzeni. Zas ksztalt funkcji wiarygodnosci
opisany macierza kowariancji wykorzystany zostaje do okreslenia 95-procentowego
przedzialu ufnosci. Méwigc obrazowo, dwuwymiarowa funkcja wiarygodnosci
zostaje ,odcieta” w taki sposob, by pozostalo tylko 5% gestosci tej funkcji.
Mozna sobie wyobrazié, ze to, co zostaje po ,odcigciu” owych 95%, rozkladu
gestosci to przekrdj ,pienia’ w ksztalcie elipsy o wymiarach modelowanych
przez macierzy kowariancji K. Eliptyczny ksztalt przekroju ,,pienia” swym polem
wyznacza 95% pole ufnosci, w ktérym znajduje sie wynik prawdziwy, w centrum
tego pola za$ wynik najbardziej wiarygodny.

Podsumowanie

Efektem koncowym procedur statystycznych przedstawianych w powyzszych
punktach jest graficzne przedstawienie wskaznika trzyletniego, tak jak zostalo
przedstawione to na rysunku 5.1. Wszystkie wyniki podawane s3 w punktach
znormalizowanych za pomocg procedury przedstawionej w punkcie 1.
O$pozioma reprezentuje wynikikoncowe szacowane tak, jak opisano tow punkcie 2.
O$ pionowa reprezentuje wskazniki edukacyjnej warto$ci dodanej szacowane tak,
jak zostalo to przedstawione w punkcie 3. Pozycje szkoly reprezentuje eliptyczne
pole ufnosci, opisane w punkcie 4. Szare pola informujg o zawierajacym si¢ w nich
procencie szkol. Pola te zostaly wyznaczone za pomocy odleglosci Mahalanobisa
i mozna je traktowa¢ analogiczne do powierzchni ufnosci w punkcie 4. z tym,
ze powierzchni ufnosci odnoszacej si¢ do populacji szkol, a nie uczniéw jednej
szkoly.

152



Badania migdzynarodowe i wzory zagraniczne w diagnostyce edukacyjnej

A
15 T+
szkota EWD szkota
wspierajaca sukcesu
10 +
5 L
75 80 85 a0 a5
[ + 1 =} ———— = + 4 L
@ 110 115 120 125
wynik egzaminu
=5
- -10
szkota szkota
wymagajaca niewykorzystanych
pomocy mozliwosci
+ .15
0% szkob 509 szkot pozycia szkoty

Rysunek 5.1. Graficzne przedstawienie trzyletniego wskaznika egzaminacyjnego:
przyklad
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