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Oszacowanie umiejetnosci ,teta” oraz wyskalowanie osi
w metodzie IRT
dla potrzeb obliczania parametrow zadan

W ostatnim czasie wsréd ekspertéw zajmujacych si¢ analizg wynikéw
egzaminow zewnetrznych ogromng kariere robi teoria odpowiadania na pozycje
testowe (IRT, Item response theory). Zalozenia tej metody sa powszechnie dostepne
i znane. Mimo to przypomnijmy zasadnicze tezy tworzace podstawy tego sposobu
analizy.

1.  Wynik otrzymany na egzaminie zalezy od szeregu czynnikéw nazywanych
ukrytg cecha (latent trait), ktéra w zasadzie utozsamiamy z poziomem
umiejetnosci i wiedzy ucznia przystepujacego do egzaminu.

2. Wystepuje lokalna niezaleznos¢ zadan. Zalozenie to jest spetnione, gdy
odpowiedz na konkretne zadanie w tescie nie wplywa na odpowiedzi na
inne zadania.

3. Trzecia teza dotyczy zwigzku migdzy mozliwoscig udzielenia poprawnej
odpowiedzi na zadanie, a poziomem umiejetnosci ucznia. Zaleznos¢
ta opisywana jest za pomoca funkeji charakterystycznej zadania (item
characteristic curve - ICC).
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Jest to funkcja, ktora wskazuje, Ze wraz ze wzrostem umiejetnosci rosnie
prawdopodobienstwo udzielenia poprawnej odpowiedzi.

Krzywa charakterystyczna zadania
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Uczenie sig i egzamin w oczach nauczyciela

O$ pionowa reprezentuje prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu, a 0§ pozioma
- r6znice miedzy umiejetnoscia ucznia a trudnoscig zadania.

Pelng informacje na temat ksztattu krzywej charakterystycznej zawierajg trzy
parametry:

a. moc roznicujaca zadania,

b. trudnoé¢ zadania,

c. poziom zgadywania (jest to tzw. model tréjparametryczny albo model

Birnbauma).

Jesli znamy te wielkoéci, to polozenie krzywej zalezne jest jedynie od nieznanego
parametru © (teta). Jego oszacowanie, a co za tym idzie wyskalowanie poziome;j
osi wykresu ICC, ma kluczowe znaczenie dla poréwnywania zadan i testow
stosowanych w kolejnych latach. Kilkukrotnie pojawialy sie juz takie proby’, ale
niestety nie ma do tej pory jednolitego standardu, ktéry pozwalalby na swobodna
wymiane zdan miedzy osobami zajmujacymi si¢ pomiarem dydaktycznym.
Artykul ten jest propozycja szacowania wielkosci ©, a takze probg wprowadzenia
takiego standardu.

Ciekawy wyklad na temat szacowania wartosci ® przedstawil N. Verhelst
w artykule Probabilistyczna teoria wyniku zadania testowego zamieszczonym
w Biuletynie Badawczym CKE nr 9/2007. Autor przedstawia w nim metode
maksymalnego prawdopodobienstwa (ML, maksimum likelihood) oraz estymator
Warma?, ktore stuza do okreslenia wartosci ® dla pojedynczego ucznia. Szczegol-
nie estymator Warma dobrze spelnia swoje zadanie, poniewaz jego obcigzenie®
jest niewielkie (dla zakresu, w ktérym wartosci funkeji informacyjnej testu sg
wigksze od 2). Proponowane przez Verhelsta estymatory posiadajg niestety wady.
Przede wszystkim s3 one skomplikowane pod wzgledem zastosowanego aparatu
matematycznego oraz dajg jednoznaczne rezultaty jedynie dla modelu jednopara-
metrycznego (Rascha) i dwuparametrycznego.

Przy obu estymatorach okazuje sig, Ze oszacowana wielkos¢ theta zalezy jedynie
od wyniku punktowego testu a nie od konkretnego uktadu odpowiedzi. Dotyczy
to modelu Rascha oraz dwuparametrycznego modelu logistycznego (2PLM).
Nie dotyczy to jednak modelu tréjparametrycznego. [podkr. Wtasne] (Verhelst,
2007, s. 63)

W arkuszach egzaminacyjnych (sprawdzian i egzamin gimnazjalny) znajduje
si¢ gros zadan zamknietych, ktore s3 podatne na zgadywanie. Parametr ¢ (poziom
zgadywania) dla krzywej charakterystycznej rézni sie¢ od zera. Powoduje to

' Omawiane zagadnienie nie jest zbyt proste. W rzeczywistosci istnieje kilka sposobow szacowania
wartosci theta na podstawie uzyskanych odpowiedzi, z ktérych kazdy ma swoje zalety i wady
(N. Verhelst, 2007, s. 53).

? Szacowang wielko$¢ Warma definiuje si¢ jako te¢ warto$¢ theta, przy ktérej iloczyn dwoéch
funkcji osigga maksymalna warto$¢. Jedng funkcja jest funkcja prawdopodobienstwa, druga
pierwiastek kwadratowy funkgji informacyjnej (zob. N. Verhelst, 2007).

obciazenie - réznica pomiedzy oczekiwang oszacowang wartoscig a prawdziwg wartoscia
theta (zob. N. Verhelst, 2007).
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koniecznos¢ stosowania do analizy tychze zadann modelu Birnbauma (3PLM).
Jakie zatem istnieje i czy istnieje rozwigzanie? Sprobujmy odpowiedzie¢ na
te zasadnicze pytania. Z prostego przeksztalcenia wzoru funkgji logistycznej
otrzymujemy:

P(s) ()

®-b=In(
1-P(s)

)

gdzie P(s) to prawdopodobienstwo sukcesu (udzielenia przez ucznia poprawnej
odpowiedzi).

A zatem problem szacowania wartosci ® sprowadza sie do obliczenia warto$ci
ilorazu wystepujacego pod znakiem logarytmu. Aby to uczyni¢, przyjrzyjmy sie
rozkladowi punktowemu wynikéw Sprawdzianu 2007.

Rozkiad wynikow - Sprawdzian 2007
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llose punkta

Jest to empiryczny rozklad dla calej populacji w OKE Lodz.

Czestos¢ wystepowania okreslonej wartosci cechy statystycznej w catej zbioro-
wosci okresla prawdopodobieristwo wystepowania tej wartosci w ogéle. Tym samym
rozktad cechy statystycznej skonstruowany na podstawie badania petnego, a wigc
dotyczgcy calej zbiorowosci, jest tozsamy z rozktadem prawdopodobieristwa warto-
sci, jakie ta cecha przyjmuje (Roszkiewicz, 2002, s. 77).

Przeksztalémy wykres tak, aby przedstawial rozklad prawdopodobienstwa.
W tym celu wystarczy podzieli¢ liczbe uczniéw w kolejnych kolumnach przez
ilos¢ wszystkich zdajacych. Spowoduje to, Ze suma dtugosci wszystkich ,,stupkéw”
bedzie wynosita 1.
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Gestost prawdopodobienstwa - Sprawdzian 2007
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llose punktdw

Zauwazmy, ze ksztalt rozkladu pozostal taki sam, a zmianie ulegla skala osi
pionowej. C6z nam to daje? Otéz dysponujac gestoscia prawdopodobienstwa,
mozemy (w przypadku zmiennej skokowej) tatwo skonstruowa¢ dystrybuante
prawdopodobienstwa.

Dystrybuanta - Spravedzian 2007
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Prawdopodobienstwo

Oczywiste jest, ze rezultatowi 40 pkt. musimy przypisa¢ warto$¢ prawdopodo-
bienstwa réwng 1, poniewaz przystepujacy do sprawdzianu jakis konkretny wynik
osiagna¢ musial - jest to zdarzenie pewne. Na przyklad, wysokos¢ kolumny dla
warto$ci 28 punktéw wynosi 0,55. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo uzyska-
nia przez ucznia ze sprawdzianiu wyniku 28 lub mniej punktéw wynosi 0,55.
Tak wigc wynikowi 28 punktéw przyporzadkowujemy wartos¢ P(s)=0,55.
Obliczajac warto$¢ wyrazenia (*) dla podanego przykladu (28 pkt.), otrzy-
mujemy: ©=0,2. Postepujac podobnie dla pozostatych wynikéw, otrzymamy
szacunkowe wielkosci @ dla calej populacji.
Rodzi si¢ pytanie, czy taka estymacja ® nie jest sprzeczna z wynikami otrzyma-
nymi za pomocg estymatora Warma. Przyjrzyjmy si¢ ponizszemu wykresowi.
Ze wzgledu na metodologie szacowania ® metoda Warma, usunig¢to z analizy
zadania wielopunktowe, w zwigzku z czym skala ulegta skroceniu do 32 pkt.
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Zauwazamy, ze w zakresie od 11 do 31 pkt. wykresy praktycznie pokry-
wajg sie (dokladniejsze obliczenia wskazuja na roznice rzedu kilku setnych).
Czym zatem mozna wyttumaczy¢ rozbieznosci na koncach skali?

Jak zauwaza sam Verhelst:

Estymator Warma zdradza jedynie male (nieistotne) obcigzenie w obrebie
przedziatu wokét punktu maksymalnej informacji. Poza tym przedziatem (...) przy
niskich wartosciach theta obcigzenie jest dodatnie, przy wyzszych wartosciach jest
ono ujemne. Rezultat tego obcigzenia jest taki, ze zmiennos¢ szacowanych wielkosci
Warma bedzie na ogét mniejsza anizeli zmiennos¢ rzeczywistych wartosci theta.
[podkr. Wlasne] Ten efekt znany jest jako skurczenie (Verhelst, 2007, s. 63).

Ponadto estymator Warma nie daje jednoznacznych oszacowan dla modelu
Birnbauma, a zauwazmy, ze udzial zadan zamknietych (z zatozenia punktowanych
0-1) w naszej 32-punktowej skali jest znaczny i wynosi ponad 60 %, i s3 to zadania
opisywane tréjparametrycznie.

Zdajacy, ktory uzyskal wynik z przedzialu 0-6 pkt., w znacznej czesci osiagnat
to dzigki zgadywaniu, a nie faktycznej wiedzy. Dlatego tez oszacowanie ® Warma
w tym zakresie jest wyzsze niz © z dystrybuanty.

Mam nadzieje, ze podana metoda szacowania wartosci @ stanie si¢ standar-
dem przy analizie zadan metoda IRT. Ma to ogromne znaczenie podczas tworze-
nia banku zadan, ktdry jest z koniecznosci zwigzany z konstruowaniem arkuszy
egzaminacyjnych. Taki bank powinien zawiera¢ propozycje zadan z parametrami
(dyskryminacja, trudno$¢, poziom zgadywania) obliczanymi wedlug tej samej,
zunifikowanej skali, ktorej do tej pory nikt nie proponowal.

Pozostaje oczywiscie dopracowanie szczegélow, jak np. obcigzenie propono-
wanego estymatora w zaleznosci od wartosci funkeji informacyjnej. Ale jest to
temat na kolejny artykul i kolejng Konferencje Diagnostyki Edukacyjne;.

Bibliografia:

1. Részkiewicz M., Statystyka, Efekt, Warszawa 2002.

2. Verhelst N., Probabilistyczna teoria wyniku zadania testowego, [w:] Biuletyn Badawczy CKE
Egzamin. Klasyczna i probabilistyczna teoria testu. Nr 9/2007. CKE, Warszawa 2007.

252



