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DIAGNOSTYCZNA, KSZTALCACA I INSPIRUJACA FUNKCJA
BEEDOW UCZNIOW W PROCESIE NAUCZANIA MATEMATYKI

1. BEEDY I ICH KLASYFIKACJE

Blad to rdéznica miedzy stanem rzeczywistym a wzorcem'. Stanowi roz-
strzygniecie typu: prawda—falsz. W matematyce tym rozstrzygnigciom podda-
wane s3 funkcje zdaniowe i zdania logiczne. Powszechnie uznaje sig, ze uczefi
popetnit blad, gdy jego ustalenie o zdaniu matematycznym jest falszywe. Bledy
sq swoistym kompendium wiedzy; kazdy akt poznawczy implikuje konflikt
wewnetrzny, w ktdrym czesto swe Zrodlo ma biad. Na bledy uczniéw w proce-
sie ksztalcenia matematycznego mozna spojrze¢ wieloaspektowo i dokonywac
ich wieloplaszczyznowej analizy. Z tego powodu ich pelna klaSyﬁkacja jest
dos$é trudna i uwazana przez niektorych dydaktykow matematyki za zadanie
niecelowe. W ciagu ostatnich lat wielu autoréw prezentowalo zréznicowane
problemowo typologie blgdéw, przyjmujac za ich podstawg nastgpujace kryte-
ria:

! T. Tomaszewski: Slady i wzorce. Warszawa 1984, s. 16.



390 Krystyna Szyszylo

a) w aspekcie metody matematycznej: bledy definicji’, twierdzen®, dowo-
doéw, bledy obliczeniowe i logiczne;

b) w aspekcie dziedzin wiedzy matematycznej: bledy arytmetyczne, alge-
braiczne’, geometryczne’;

c) w aspekcie czynnosci umysioﬁych uczestniczacych w procesie rozwia-
zywania problemu matematycznego: bledy spostrzegania, analizowania,
syntezy, abstrahowania, specyfikowania, vogolniania, klasyfikowania,
poréwnywania, porzadkowania, kodowania, dekodowania;

d) w aspekcie hipotetycznych przyczyn: bledy spowodowane trudnosciami
jezykowymi®, brakiem wiedzy, zlg asocjacja, nadmierng gietkoscia my-
§lenia, sztywnoécia myslenia’;

) w aspekcie wykorzystania bledu ucznia w procesie dydaktycznym ma-
tematyki: bledy inspirujace, bledy ksztalcace; '

f) w aspekeie procesu kszialcenia matematycznego: bledy dydaktyczne®,
psychologiczne, heurystyczng, prakseologiczne, diagnostyczne.

W pogladach wspotczesnych dydaktykéw na temat bledéw zauwaza sie okre-
Slony stosunek do bledu w uczeniu si¢ matematyki. Uznanym faktem jest obec-
nos¢ bledu, w naturalny sposéb zwiazana z procesem zaréwno uczenia sie ma-

2 7. Krygowska, S. Kulezyceld, S. Straszewicz: Nauczanie geometrii w kasach licealnych.
Warszawa 1959; Z. Zamorska: Pewne problemy percepcji definicji matematycznej przez ucznidw
szkoly Sredniej. Rzeszow 1982.

* 8. Turnau: Elementy logiki w nauczanin matematyki. Wybrane zagadnienia metodyki ma-
tematyki. Warszawa 1971, B.J. Nowecki: Badania nad efekiywnosciq ksztaltowania pojec twier-
dzeniaq i dedukcji u uczniow klas licealnych w zmodernizowanym nauczeniu matematyki. Krakow
1978.

* Z. Krygowska: Zrozumied blad w matematyce. ,.Dydaktyka Matematyki” nr 10. Warszawa
1989, 5. 142-147.

* B. Parzysz: ,, Knowning” vs. .Seeing”. Problems of the plane representation of space ge-
ometry figures. ,,Educational Studies in Mathematics” 1988, No 19, za M. Ciosek: Bledy popet-
niane przez uczqcych si¢ matematyki i ich hipotetyczne przyczyny. ,Dydakiyka Matematyki®
nr 13, Krakdw 1992, s. 65.

® N. Rouche: Problemy dydaliyczne bledéw, ,Dydaktyka Matematyki® nr 11. Warszawa
1989, s. 133-163.

" M. Ciosek: op.cit., s. 65.

TA. Sierpifiska: O niektdrych trudnoseiach w uczeniu sie pojecia granicy na podstawie stu-
dium przypadiu. .Dydaktyka Matematyki” nr 4. Warszawa 1985, s. 107-167; M. Cwik: Reakcja
nauczyciela na blad popeiniony przez ucznia w procesie tzw. kontroli cigglej. W: Problemy
lsztatcenia i wychowania, nr 2. Nowy Sacz 1987, s. 72-94.
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tematyki, jak i tworzenia jej w procesie uczenia sie. Jest on implikacja réznych
proceséw dlugofalowych, zlozonych, a takze krétkotrwalych, lecz znamien-
nych. Kwalifikacja bledu powinna byé podstawa pytania nauczyciela o jego
zrodlo 1 warto$é. Bledy reprodukeji wiedzy naleza do tej kategorii, ktérych
latwo wskaza¢ istote; wystepuja w sytuacjach stosowania definicji, twierdzenia,
algorytmu. Bledy tworczosci, wystepujace w rozwiazaniach probleméw otwar-
tych, wymagajace od rozwiazujacego aktu twdrczego, oraz bi@dy metodolo-
giczne bywaja trudniejsze do analizy ze wzgledu na zlozonosé uwarunkowan
wystapienia. Wylonione rodzaje bledow spotyka sie na réznych poziomach
edukacji matematycznej. Organizacja i sposoby poznawania wiedzy teoretycz-
nej i dydaktycznej matematyki przez przysztych nauczycieli w toku studiéw
pozostaje w Scistym zwigzku z jakoscia uzyskiwanych efektéw dydaktycznych
ich uczniéw. Z obserwacji praktyki szkolnej, wypowiedzi uczacych sie wynika,
ze ilosSciowy charakter diagnozy osiagni¢é szkolnych wzmacnia narastanie
i kumulacjg brakow wiedzy matematycznej. Uzyskiwane masowo pomiary dy-
daktyczne nie wyjasniaja bowiem watpliwodci z pola pytan: jak i dlaczego?
w jakiej strukturze wiedzy i w jakich jej zakresach powstaty luki?

2. ZROD¥A BELEDOW

Przyczyn niektérych bledow, zwlaszcza metodologicznych, nalezy upa-
trywaé w bledach nauczania; trudno nie zgodzié sie ze zdaniem H. Freudentha-
la: ,,uczei, ktéry popetnia bledy, jakie sa do zrobienia, robi to razem z tym, kto
go uczy. Przynajmniej czgdciowo rola bledu ma zwiazek z rolg nauczajacego
w procesie uczenia sie™. Nauczanie matematyki powinno by¢ prezentacja ma-
tematyki w stadium tworzenia, a nauczyciel pelnié role inspiratora i organizato-
ra matematycznego odkrycia. Organizacja matematycznego odkrycia wymaga
okreslonej wiedzy merytorycznej i kultury matematycznej nauczyciela. Bledy
w organizacji odkrycia wynikaja czesto z niewlasciwej wykladni procesu. Od-
krywanie poje¢ i metod w procesie dziatalnosci matematycznej jest nauczaniem

? H. Freudenthal: Bledy nauczyciela — analiza dydaltyczna samego siebie. ,.Dydaktyka Ma-
tematyki” nr 11. Warszawa 1989, s. 109.
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zgodnym z celami ksztalcenia matematycznego na kazdym szczeblu nauczania
— takze z postulatami dydaktyki matematyki. Blad moze byé znakiem okreslo-
nych nieprawidlowosci tkwiacych poza procesem organizacji ksztalcenia, na
przykiad przeszkody epistemologiczne funkcjonujace jako nie u$wiadomione
schematy my$lenia, nabyte w drodze nasladownictwa i praktyki, nie bedace
przedmiotem refleksji, stosowane jako automatyzmy. Pokonywanie tego ro-
dzaju przeszkéd polega na uswiadomieniu i wyréznieniu danego schematu jako
metody o okreslonym obszarze stosowalno$ci'®. Zbyt czeste odwolywanie ‘sie
do algorytméw jako gotowych, skutecznych i ulatwiajacych przepiséw, wioda-
cych do gwarantowanych sukceséw w procesie rozwigzywania problemow,
moze szkodzié roniqzaniu okreslonego zagadnienia; dotyczy to wzmocnien
pochodzacych od nauczanych tresci matematycznych, bedacych bezposrednia
przyczyna (niektérych) bledéw!!,

Jezyki opiséw jako hipotetyczne przyczyny niektérych bledéw to dosé
czgsto spotykane zjawisko w nauczaniu. Istota trudno$ci jest tutaj zestawienie
Jjezyka naturalnego ze sztucznym, sformalizowanym, hermetycznym jezykiem
symboli. Bardzo czgsto interpretacja nazwy pojecia w jezyku naturalnym pro-
wadzi do bledu na gruncie matematycznym'>. W poznaniu obiektéw dosé
znaczng rolg odgrywa kontekst, ukierunkowujacy rozumowanie i jakosciowo je
determinujacy. W matematycznym poznaniu moze on mieg, oprocz pozytywne-
g0 znaczenia, negétywny wplyw, blokujacy — i to czasem do$¢ skutecznie —
wybor stosowanej strategii rozwiazania, oraz implikowaé blad heurystyczny.

Poza juz przedstawionymi przyczynami bledéw do$é czesto wynikaja one
z przecigzen informacyjnych w postaci wskazowek, zbyt duzej liczby zadan do
rozwigzania w okreslonym czasie, jednakowym dla wszystkich uczniéw, oraz
obcigzen metapoznawcezych zwiazanych z wyborem okreslonej strategii, klasy-
fikacja problemu, warto$ciowaniem w kontekscie subiektywnie pojetych moz-
liwosci sprawczych.

9 A, Sierpifiska, M. Wiwegier: O powstawaniu przeszliéd epistemologicznych zwigzanych
= pojecient nieskoviczonosei u dzieci 10-12 i 14 letnich. ,,Dydaltyka Matematyki” nr 13. Krakéw
1992, 5. 253. ‘

1 7. Dybiec: Bledy w procesie nauczania matematyki. Krakéw 1993, s. 34,
2 Ibidem .
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Przyczyna niepowodzen w rozwigzywaniu zadan oprocz braku wiedzy jest
takze brak odpowiednio wyéwiczonych sprawnosci metapoznawczych', reali-
zowanych przez metakomponenty. Komponenta jako proces informacyjny cha-
rakteryzuje si¢ okreslonymi wlasciwosciami, czyli czasem trwania, trudnoscig
poznawczg, prawdopodobienstwem wykonania, mozliwoéeia popelnienia ble-
du'. Metakomponenty jako procesy regulacyjne wyzszego rzedu, polegajace na
planowaniu, monitorowaniu, podejmowaniu decyzji w toku realizacji dowolne-
go zadania, sq szczeg6lnie wazne i silnie zaznaczone w poznawaniu matema-
tycznym, warunkuja bowiem w znacznym stopniu skutecznos¢ i bezblednosé
okreslonego problemu. Z kazda komponenta wyrézniong w taksonomii Stern-
berga, czyli decyzji, selekcji komponent, selekcji reprezantacji poznawczych,
wyboru strategii kombinowania komponent, monitorowania, przemieszczenia
uwagi, wrazliwosci na informacje zwrotne, 1aczg si¢ dyspozycje poznawcze,
ktore nalezatoby uczyni¢ przedmiotem uwagi i ¢wiczen w procesie dydaktycz-
nym matematyki. Uporczywe trzymanie si¢ wybranej metody rozwigzywania
okreslonego problemu, pomimo braku sukcesu, a takze bledéw heurystycznych,
to rezultat braku elastycznodci w przechodzeniu miedzy czynnosciami i meta-
czynnosciami',

Selekcja komponent nalezaca do proceséw regulacyjnych taczy si¢ z roz-
strzygnigciami typu: natychmiastowa realizacja—ogélna refleksja. Wediug
Sternberga, natychmiastowa realizacja implikuje komponent realizacji, jesli
refleksja to selekcja dotyczy komponent wiedzy albo zmiany strategii. Trzecia
grupa to metakomponenty dotyczace wyboru kodéw informaciji wystepujacych
w toku rozwigzywania okreslonego zadania. Skuteczno$¢ rozwigzania zadania,
Jjak pokazat to Sternberg, zalezy od preferencji podmiotu do okreslonego kodu,
natomiast Pavio dowidd! zaréwno ich istnienia, jak i stalosci charakteru. Na
uwagg zastuguje fakt, ze owe preferencje moga nie byé zgodne z wymaganiami
zadania'®, Jest to wazne ustalenie dla praktyki nauczania—uczenia sie, poniewaz
uwzglednienie preferencji ulatwia wzajemne komunikowanie z zachowaniem

13 Cz. Nosal: Psychologiczne modele uniystu. Warszawa 1990, s, 121,

Rz Dybiec: Bledy w procesie nauczania matematyki. Krakdw 1995, s. 119,
1° Ibidem, s. 38.

'8 thidem, s. 39.
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indywidualizacji preferencji. W procesie uczenia si¢ matematyki kazdy uczen
nabywa okreslonych preferencji do réznych oznaczen, symboli, graficznych
ilustracji, ktérych stosowania nie tylko nie potrafi zaprzestaé, ale takze prze-
nies¢ z jednej sytuacji do innej.

Trzy ostatnie grupy komponent sq istotne dla hipotetycznych przyczyn
bledéw. Monitorowanie w polaczeniu z procesami §wiadomego przemieszcze-
nia uwagi na dostgpne dane i na odpowiednim poziomie reakeji na informacje
zwrotne to podstawowy element skutecznej autokontroli, bez ktérej nie ma
pewnosci co do poprawnosci rozstrzygnieé. Od reakcji na informacje zwrotne
zalezy skuteczno$¢ rozwiazywania zadania. Laczy si¢ z tym zjawisko sztywno-
$ci 1 gigtkosci zachowan. Nadmierna sztywno$é¢ powoduje blokade doplywu
informacji zwrotnej i perseweracjg czynnosci pomimo widocznych efektéw, co
w przypadku rozwigzywania zagadnienia matematycznego utrudnia odkrywanie
i jest bledem heurystycznym; nadmierna gigtkosé powoduje chaotycznosé
dziatanl. Nie wyéwiczone procesy podejmowania decyzji poznawczych, procesy
autoregulacyjne, sprawnoéci obiektywnej interpretacji wiasnych czynnosci,
umigjetnosci Swiadomego przemieszezania uwagi — prowadza do réznych ble-
déw matematycznych. :

3. WARTOSCIOWANIE BEEDOW UCZNIOW

Zmiana funkcji oceny wymaga zmiany jej miejsca w procesie dydaktycz-
nym z uwzgl¢dnieniem prawa ucznia do bledu. Biedy i oceng w tym aspekcie
nalezy traktowa¢ jako kolejne jej ogniwo. Laczy sig to réwniez ze zmiana po-
stawy nauczyciela oraz odpowiednig interpretacjg treéci programéw ksztalce-
nia. Zadaniem nauczyciela jest stworzenie uczniom warunkéw dydaktycznych
i okazji do konstrukcji wiedzy, czyniac jej przedmiotem problemy matematycz-
ne tworzone na podstawie analizy bledéw uczniéw diagnozowanych i warto-
sciowanych w toku dzialalnosci matematycznej ucznia w procesie ksztalcenia
matematycznego.

Bledne rozumowania uczniéw nalezy traktowaé jako robocze hipotezy,
czyniac je problemami matematycznymi. Stawianie i weryfikacja hipotez pelni
w matematyce bardzo wazng role, poniewaz stawianie blednych hipotez i po-
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szukiwanie kontrprzyktadow jest rownie wazne, jak uzasadnianie prawdziwych
tez. Prowokowanie bledu, watpienie, bledne rozumowania w nowo poznawczo
sytuacjach, prowadzace uczniéw do uzyskania nowej jakosciowo wiedzy, czy-
niq matematyke interesujaca, umozliwiaja glebsze rozumowanie matematyczne,
logiczne i metodologiczne poznawanej wiedzy. Podawanie w watpliwosé uzys-
kanych rezultatéw ksztaltuje intelektualny i emocjonalny dystans do tego, co
wydaje sig¢ oczywiste i pewne, wplywa na poziom umiejetnosci dostosowywa-
nia metod do zmieniajacej si¢ sytuacji badawczej, ksztalcenia myslenia opera-
tywnego i abstrahowania, eliminuje sztywnos¢ myslenia oraz odwolywanie sig
do sprawdzonych schematéw, umozliwia stawianie odkrywczych pytan oraz
wybor sposobéw poszukiwania odpowiedzi.

Doktadna analiza bledéw uczniéw pozwala na wglad w sposoby ich my-
$lenia'’, a uzyskany ta droga material badawczy moze by¢ podstawa do Wpro-
-wadzenia okre$lonych koncepcji i metod nauczania. Przeprowadzone w angiel-
skich szkotach badania (A. Bellego) dowiodly, ze metoda dyskusji nad kon-
fliktem poznawczym jest skuteczniejsza dydaktycznie niz tak zwane douczanie.
Podczas prowadzonych przez A. Bellego badan eksperymentalnych uczniowie
najpierw dyskutowali w grupach nad problemem, po czym nastepowala ogélna
dyskusja. Uwazano, ze uczefi ma wiecej odwagi w przedstawianiu i obronie
pogladu wczesniej zaakceptowanego w grupie. Réwnie znaczqce jest uzgodnie-
nie z klasg celow wspolnej pracy; najistotniejszy cel, to eliminacja niecheci do
wypowiadania si¢ bedaca przeszkoda w usunigciu biednych przekonan i pojec,
stanowiacych bezposrednig implikacje trudnosci w nauce, co potwierdzaja tak-
ze badania prowadzone przez autorke'®. Wiekszosé nauczycieli ma falszywe
przeswiadczenie o niskiej efektywnosci dydaktycznej samodzielnej pracy
z tekstem matematycznym. Moje badania dowiodly, Ze nieprawidtowosci po-
stepowania dydaktycznego nauczyciela, zwlaszcza jego nadmierna aktywnosé,
determinujg jakosciowo postawe ucznia i uzyskiwane przezen wyniki w pracy
z tekstem matematycznym. Rozwiazywanie zadan na poszukiwanie bledéw
nalezy wprowadza¢ juz do miodszych klas; znalezienie bledu jest réwnie satys-

' Zob. takze: A. Bell: Systematyczne uzycie konfliktu poznawczego w nauczaniu — trzy eks-
perymenty. . Dydaktyka Matematyki® nr 13. Krakéw 1992, s. 9.

Bg. Szyszyto: Wplyw zréznicowanych zadan na realfzacje celéw dydaktycznych matematy-
ki. Dysertacja doktorska. Szczecin 2000 (maszynopis).
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fakcjonujace dla dziecka jak rozwiazanie zadania. Znajdowanie bledéw w ra-
chunkach arytmetycznych lub algebraicznych, czy popetnianych przy rozwia-
zywaniu réwnan moze prowadzi¢ do glebszych refleksji, pozwalajacych uswia-
domi¢ uczniowi, ze ostatecznie rachunki opieraja si¢ na kilku prostych prawach
arytmetyki, ktore nalezy zna¢ i stosowaé; rozwiazywanie réwnan to stosowanie
twierdzen, a nie jedynie postgpowanie wedtug ustalonych szablonéw.

Zwazywszy na znaczenie bledéw ucznidw, diagnoza efektow ksztalcenia

matematycznego nie powinna ograniczaé si¢ wylacznie do pomiaru ilosciowe-
go. Bledy w rozumowaniach uczniéw powinny by¢ przedmiotem systematycz-
nej analizy i refleksji, a uzyskane rezultaty przedkiadane w formie probleméw
tworcom programoéw, autorom podrecznikow metodycznych, a takze nauczy-
cielom matematyki, ktorych nalezaloby wigczaé do tworczej dyskusji. Diagnoza
bledu powinna implikowaé podejmowanie nastepujacych dziatan dydaktycz-
nych:

— uswiadomienie uczniom konsekwencji, do jakich prowadzi nieprze-
strzeganie twierdzef, wilasnosci, praw; ksztaltowanie krytycyzmu i sa-
mokrytycyzmu; :

— zaznajamianie uczacych si¢ z istotnymi brakami w okre$lonym rozu-
mowaniu, sprzyjajace wzniesieniu na wyzszy poziom poznania mate-
matycznego i prowadzace w naturalny sposéb do nowych probleméw;

— ksztalcenie umiejetnosci poprawnego rozumowania Sci§le zwiazanego
Z ksztalceniem jezyka matematycznego, w szczegdlnosci jego elemen-
téw, jakim jest symbolika matematyczna;

— ksztaltowanie poprzez matematyke okreslonych, spolecznie akceptowa-
nych postaw, oraz ukazywanie jej zwigzkdw z zyciem i réznorodng ak-
tywnoscig czlowieka.





