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DIAGNOSTYCZNA, KSZTALC^CA I INSPIRUJ^CA FUNKCJA

BLIJDOW UCZNIOW W PROCESBE NAUCZANIA MATEMATYKI

1. BLR.DY I ICH KLASYFIKACJE

Bl^cl to roznica mi?dzy stanem rzeczywistym a wzorcem1. Stanowi roz-
strzygnicjcic typu: prawda-falsz. W raatematyce tym rozstrzygni?ciom podda-
wane s^ funkcje zdaniowe i zdania logiczne. Powszechnie uznaje si?, ze uczen
popelnil bl^d, gdy jego ustalenie o zdaniu matematycznym jest falszywe. Bi?dy
sq. swoistym kompendium wiedzy; kazdy aid poznawczy implikuje konflikt
wewn?trzny, w ktorym cz?sto swe zrodlo ma bl^d. Na bt?dy uczniow w proce-
sie ksztalcenia matematycznego mozna spojrzec wieloaspektowo i dokonywac
ich wieloptaszczyznowej analizy. Z tego powodu ich pelna klasyfikacja jest
dose trudna i uwazana przez niektorych dydaktykow matematyki za zadanie
niecelowe. W ci^gu ostatnich lat wielu autorow prezentowalo zroznicowane
problemowo typologie bl?dow, przyjmuj^c za ich podstaw? nast?puj^ce kryte-
ria:

• m

T. Tomaszewsld: Slady i wzorce. Warszawa 1984, s. 16.
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a) w aspekcie metody matematycznej: bl?dy definicji2, twicrdzen3, dowo-
dow, bi?dy obliczeniowe i logiczne;

b) w aspekcie dziedzin wiedzy matematycznej: bl?dy arytmetyczne, alge-
braiczne4, geometryczne5;

c) w aspekcie czynnosci umysiowych uczestnicz^cych w procesie rozwi%-
zywania problemu matematycznego: bf?dy spostrzegania, analizowania,
syntezy, abstrahowania, specyfikowania, uogolniania, klasyfikowania,
porownywania, porz^dkowania, kodowania, dekodowania;

d) w aspekcie hipotetycznych przyczyn: bt?dy spowodowane trudnosciami
j?zykowymi6, bralciem wiedzy, zi% asocjacj^, nadmiem^ gi?tkosci^ my-
slenia, sztywnosci^ myslenia7;

e) w aspekcie wykorzystania bi?du ucznia w procesie dydaktycznym ma-
tematyki: bi?dy inspirujqce, bt?dy ksztaic^ce;

f) w aspekcie procesu ksztaicenia matematycznego: bf?dy dydalctyczne3,
psychologiczne, heurystycznp, prakseologiczne, diagnostyczne.

W pogl^dach wspofczesnych dydaktykow na temat bi?dow zauwaza si? okre-
slony stosunek do bl?du w uczeniu si? matematyki. Uznanym faktem jest obec-
nosc bt?du, w naturalny sposob zwi^zana z procesem zarowno uczenia si? ma-

^ _ _ _
" Z. ICrygowska, S. Kulczycki, S. Straszewicz: Nauczanie geometrii w klasach licealnych.

Warszawa 1959; Z. Zamorska: Pewne problemy percepcji definicji matematycznej przez nczniow
szkofy sredniej. Rzeszow 1982.

3 S. Turnau: Elementy logiki w nauczaniu matematyki. Wybrane zagadnienia metodyki ma-
tematyki. Warszawa 1971; B.J. Nowecki: Badania nad efektywnosciq ksztaltowania pojqc twier-
dzenia i dedukcji u nczniow klas licealnych w zmodernizowanym nauczaniu matematyki. Krakow
1978.

4 Z. ICrygowska: Zrozumiec blqd w matematyce.„Dydaktyka Matematyki” nr 10. Warszawa
1989, s. 142-147.

5 B. Parzysz; „Knowning” vs. „Seeing” . Problems of the plane representation of space ge-
ometry figures. ^Educational Studies in Mathematics” 1988, No 19, za M. Ciosck: Blqdy popel-
niane przez uczqcych siq matematyki i ich hipotetyczne przyczyny. „Dydaktyka Matematyki”
nr 13. ICrakow 1992, s. 65.

6 N. Rouche: Problemy dydalctyczne blqdow. „Dydaktyka Matematyki” nr 11. Warszawa
1989, s. 133-163.

7 M. Ciosek: op.cit.,s. 65.
c A. Sierpihska: O nielctoiych trudnosciach it' uczeniu siq pojqcia granicy na podstawie stu-

dium przypadku. ,,Dydaktyka Matematyki” nr 4. Warszawa 1985, s. 107-167; M. Cwilc: Reakcja
naucz)>ciela na blqd popelniony przez ucznia w procesie tzw. kontroli ciqglej. W: Problemy
Icsztaicenia i wychowania,nr 2. Nowy S^cz 1987, s. 72-94.
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tematyki, jak i tworzeniajej w procesie uczenia si?. Jest on implikacj^ roznych
procesow diugofalowych, zlozonych, a takze krotkotrwafych, lecz znamien-
nych. Kwalifikacja bi?du powinna bye podstaw^ pytania nauczyciela o jego
zrodio i wartosc. Bt?dy reprodukcji wiedzy nalez^ do tej kategorii, ktorych
latwo wskazac istot?; wyst?puj^w sytuacjach stosowania defmicji, twierdzenia,
algorytmu. Bl?dy tworczosci, wyst?pujqce w rozwiqzaniach problemow otwar-
tych, wymagajcice od rozwi^zuj^cego alctu tworezego, oraz bi?dy metodolo-
giezne bywaj^. trndniejsze do analizy ze wzgl?du na ziozonosc uwarunkowan
wyst^pienia. Wyionione rodzaje bi?dow spotyka si? na roznych poziomach
edukaeji matematyeznej. Organizacja i sposoby poznawania wiedzy teoretycz-
nej i dydaktycznej matematyki przez przyszfych nauczycieli w toku studiow
pozostaje w scisiym zwiqzku z jakosciej. uzyskiwanych efektow dydalctycznych
ich uezniow. Z obserwacji praktyki szkolnej, wypowiedzi uczqcych si? wynika,
ze ilosciowy charakter diagnozy osiqgni?c szkolnych wzmacnia narastanie
i kumulacj? brakow wiedzy matematyeznej. Uzyskiwane masowo pomiary dy-
daktyezne nie wyjasniaj^ bowiem w^tpliwosci z pola pytan: jak i dlaczego?
w jakiej strukturze wiedzy i w jakich jej zakresach powstaiy luki?

2. ZRODLA BLF̂DOW

Przyczyn niektorych bi?dow, zwlaszcza metodologicznych, nalezy upa-
tiywac w bi?dach nauezania; trudno nie zgodzic si? ze zdaniem H. Freudentha-
la: „uczen, ktoiy popehiia bl?dy, jalcie do zrobienia, robi to razem z tym, kto
go uezy. Przynajmniej cz?sciowo rola bi?du ma zwi^zek z rol^ nauczaj^cego
w procesie uczenia si?” 9. Nauczanie matematyki powinno bye prezentacj^ ma-
tematyki w stadium tworzenia, a nauczyciel pehiic rol? inspiratora i organizato-
ra matematyeznego odlcrycia. Organizacja matematyeznego odkrycia wymaga
okreslonej wiedzy merytoryeznej i kultuiy matematyeznej nauczyciela. Biedy
w organizaeji odkrycia wynikajq. cz?sto z niewiasciwej wyldadni procesu. Od-
laywanie poj?c i metod w procesie dzialalnosci matematyeznej jest nauezaniem

9 H. Freudenthal: Eledy nauczyciela - analiza dydaktyczna samego siebie. „Dydaktyka Ma-
tematyki” nr 11. Warszawa 1989, s. 109.
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zgodnym z celami ksztaicenia matematycznego na kazdym szczeblu nauczania
- takze z postulatami dydaktyki matematyki. Bl^d moze bye znakiem okreslo-
nych nieprawidlowosci tkwi^cych poza procesem organizaeji ksztaicenia, na
przykiad przeszkody epistemologiczne fi1nkcjonuj3.ce jako nie uswiadomione
schematy myslenia, nabyte w drodze nasladownictwa i praktyki, nie b^d^ce
przedmiotem refleksji, stosowane jako automatyzmy. Pokonywanie tego ro-

itdzaju przeszkod polega na uswiadomieniu i wyroznieniu danego schemata jako
metody o okreslonym obszarze stosowalnosci10. Zbyt cz?ste odwolywanie si?
do algorytmow jalco gotowych, skutecznych i ulatwiaj^cych przepisow, \vi0d3-
cych do gwarantowanych sukcesow w procesie rozwi^zywania problemow,
moze szkodzic rozwiqzaniu okreslonego zagadnienia; dotyezy to wzmocnien
pochodz^cych od nauczanych tresci matematycznych, b?d^cych bezposredni^przyczynq. (niektorych) bl?dow'

J?zyki opisow jako hipotetyezne przyezyny niektorych bi?dow to dose
cz?sto spotykane zjawisko w nauezaniu. Istotq. trudnosci jest tataj zestawienie
j?zyka naturalnego ze sztacznym, sformalizowanym, hermetyeznym j?zykiem
symboli. Bardzo cz?sto interpretaeja nazwy poj?cia w j?zyku naturalnym pro-
wadzi do bf?du na gruncie matematyeznym . W poznaniu obiektow dose
znaezn^ rol? odgiywa kontekst, ukierunkowujqcy rozumowanie i jakosciowo je
determinujqcy. W matematyeznym poznaniu moze on miec, oprocz pozytywne-
go znaezenia, negatywny wplyw, blokuj^cy - i to czasem dose skuteeznie -
wybor stosowanej strategii rozwiqzania, oraz implikowac blqd heurystyezny.

Pozajuz przedstawionymi przyezynami bl?dow dose cz?sto wynikaj^. one
z przeciqzen informacyjnych w postaci wskazowek, zbyt duzej liezby zadan do
rozwiqzania w okreslonym czasie, jednakowyin dla wszystkich uezniow, oraz
obciazen metapoznawezyeh zwiqzanych z wyborem okreslonej strategii, klasy-
fikacj^ problemu, wartosciowaniem w kontekscie subiektywnie poj?tych moz-
liwosci sprawezyeh.

10 A. Sicrpiriska, M. Wiwegicr: 0 powstmvaniu przeszkod epistemologicznych swiqsanych
z pojeciem nieskonczonosci u dzieci 10-12 i 14 lelnich. „Dyda!ctyka Matematyki” nr 13. Krakow
1992, s. 253.

11 Z. Dvbiec: Btedy wprocesie nauczania matematyki. Krakow 1995, s. 34.
12 Ibidem .
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Przyczyn^ niepowodzen w rozwi^zywaniu zadan oprocz braku wiedzy jest
takze brak odpowiednio wycwiczonych sprawnosci metapoznawczych13, reali-
zowanych przez metakomponenty. Komponenta jako proces informacyjny cha-
rakteryzuje si? okreslonymi wlasciwosciami, czyli czasem trwania, trudnosci<\
poznawcz^, prawdopodobienstwem wykonania, mozliwosci^ popelnienia bl?-
du14. Metakomponenty jako procesy regulacyjne wyzszego rz?du, polegajqce na
planowaniu, monitorowaniu, podejmowaniu decyzji w toku realizacji dowolne-
go zadania, s^ szczegolnie wazne i silnie zaznaczone w poznawaniu matema-
tycznym, warunkuj^ bowiem w znacznym stopniu skutecznosc i bezbl?dnosc
okreslonego problemu. Z kazdc^ komponent^ wyroznion^ w taksonomii Stern-
berga, czyli decyzji, selekcji komponent, selekcji reprezantacji poznawczych,
wyboru strategii kombinowania komponent, monitorowania, przemieszczenia
uwagi, wrazliwosci na informacje zwrotne, l^cz^ si? dyspozycje poznawcze,
ktore nalezaloby uczynic przedmiotem uwagi i cwiczeri w procesie dydaktycz-
nym matematyki. Uporczywe trzymanie si? wybranej metody rozwi^zywania
okreslonego problemu, pomimo braku sukcesu, a takze bt?dow heurystycznych,
to rezultat braku elastycznosci w przechodzeniu mi?dzy czynnosciami i meta-
czynnosciami15.

Selekcja komponent nalez^ca do procesow regulacyjnych l^czy si? z roz-
strzygni?ciami typu: natychmiastowa realizacja-ogolna refleksja. Wedlug
Sternberga, natychmiastowa realizacja implikuje komponent realizacji, jesli
refleksja to selekcja dotyczy komponent wiedzy albo zmiany strategii. Trzecia
grupa to metakomponenty dotycz^ce wyboru kodow informacji wyst?puj^cych
w toku rozwiqzywania okreslonego zadania. Skutecznosc rozwiqzania zadania,
jak pokazal to Sternberg, zalezy od preferencji podmiotu do okreslonego kodu,
natomiast Pavio dowiodf zarowno ich istnienia, jak i staiosci charakteru. Na
uwag? zasiuguje fakt, ze owe preferencje mog^ nie bye zgodne z wymaganiami
zadania16. Jest to wazne ustalenie dla praktyki nauezania-uezenia si?, poniewaz
uwzgl?dnienie preferencji ulatwia wzajemne komunikowanie z zachowaniem

13 Cz. Nosal: Psychologiczne modele umyshi. Warszawa 1990, s. 121.
14 Z. Dybiec: Bfqdy w procesie nauezania matematyki . Krakow 1995, s. 119.

15 Ibidem, s. 38.

16 Ibidem, s. 39.
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indywiduaiizacji preferencji. W procesie uczenia si? matematyki kazdy uczen
nabywa okreslonych preferencji do roznych oznaczen, symboli, graficznych
ilustracji, ktorych stosowania nie tylko nie potrafi zaprzestac, ale takze prze-
niesc z jednej sytuacji do innej.

Trzy ostatnie grupy komponent sq. istotne dla hipotetycznych przyczyn
bl?dow. Monitorowanie w pol^czeniu z procesami swiadomego przemieszcze-
nia uwagi na dost?pne dane i na odpowiednim poziomie reakcji na informacje
zwrotne to podstawowy element skutecznej autokontroli, bez ktorcj nie ma
pewnosci co do poprawnosci rozstrzygni?c. Od reakcji na informacje zwrotne
zalezy skutecznosc rozwi^zywania zadania. L^czy si? z tym zjawisko sztywno-
sci i gi?tkosci zachowan. Nadmierna sztywnosc powoduje blokad? doplywu
informacji zwrotnej i perseweracj? czynnosci pomimo widocznych efektow, co
w przypadku rozwiqzywania zagadnienia matematycznego utrudnia odkrywanie
i jest bl?dem heurystycznym; nadmierna gi?tkosc powoduje chaotycznosc
dziatan. Nie wycwiczone procesy podejmowania decyzji poznawczych, procesy
autoregulacyjne, sprawnosci obiektywnej interpretacji wlasnych czynnosci,
umiej?tnosci swiadomego przemieszczania uwagi - prowadzq. do roznych bl?-
dow matematycznych.

3. WARTOSCIOWANIE BLQDOW UCZNIOW

Zmiana funkcji oceny wymaga zmiany jej miejsca w procesie dydaktycz-
nym z uwzgl?dnieniem prawa ucznia do bl?du. Bl?dy i ocen? w tym aspekcie
nalezy traktowac jako kolejne jej ogniwo. Lqczy si? to rowniez ze zmiany po-
stawy nauczyciela oraz odpowiednim interpretacjm tresci programow ksztaice-
nia. Zadaniem nauczyciela jest stworzenie uczniom warunkow dydaktycznych
i okazji do konstrukcji wiedzy, czynimc jej przedmiotem problemy matematycz-
ne tworzone na podstawie analizy bl?dow uczniow diagnozowanych i warto-
sciowanych w toku dziaialnosci matematycznej ucznia w procesie ksztalcenia
matematycznego.

Bi?dne rozumowania uczniow nalezy traktowac jako robocze hipotezy,
czynimc je problemami matematycznymi. Stawianie i weryfikacja hipotez pelni
w matematyce bardzo waznm rol?, poniewaz stawianie bl?dnych hipotez i po-
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szukiwanie kontrprzyktadow jest rownie wazne, jak uzasadnianie prawdziwych
tez. Prowokowanie bt?du, wqtpienie, bt?dne rozumowania w nowo poznawczo
sytuacjach, prowadz^ce uczniow do uzyskania nowej jakosciowo wiedzy, czy-
nig. matematyk? interesujgcg, umozliwiajg. gt?bsze rozumowanie matematyczne,
logiczne i metodologiczne poznawanej wiedzy. Podawanie w wgtpliwosc uzys-
kanych rezultatow ksztattuje intelektualny i emocjonalny dystans do tego, co
wydaje si? oczywiste i pewne, wptywa na poziom umiej?tnosci dostosowywa-
nia metod do zmieniajgcej si? sytuacji badawczej, ksztalcenia myslenia opera-
tywnego i abstrahowania, eliminuje sztywnosc myslenia oraz odwofywanie si?
do sprawdzonych schematow, umozliwia stawianie odkrywczych pytan oraz
wybor sposobow poszukiwania odpowiedzi.

Doktadna analiza bl?dow uczniow pozwala na wglgd w sposoby ich my-
slenia , a uzyskany tg. drogg_ materia} badawczy moze bye podstaw^ do wpro-
wadzenia okreslonych koncepcji i metod nauezania. Przeprowadzone w angiel-
skich szkotach badania (A. Bellego) dowiodfy, ze metoda dyskusji nad kon-
fliktem poznawczym jest skuteezniejsza dydaktyeznie niz tak zwane douezanie.
Podczas prowadzonych przez A. Bellego badan eksperymentalnych uezniowie
najpierw dyskutowali w grupach nad problemem, po czym nast?powata ogolna
dyskusja. Uwazano, ze uezen ma wi?cej odwagi w przedstawianiu i obronie
poglgdu wczesniej zaakceptowanego w grupie. Rownie znaezgee jest uzgodnie-
nie z klasg. celow wspolnej pracy; najistotniejszy cel, to eliminaeja niech?ci do
wypowiadania si? b?dgca przeszkodg. w usuni?ciu bt?dnych przekonan i poj?c,
stanowigcych bezposrednig. implikacj? trudnosci w nauce, co potwierdzajg tak-
ze badania prowadzone przez autork?18. Wi?kszosc nauczycieli ma fatszywe
przeswiadezenie o niskiej efektywnosci dydaktycznej samodzielnej pracy
z tekstem matematyeznym. Moje badania dowiodfy, ze nieprawidtowosci po-
st?powania dydaktyeznego nauczyciela, zwlaszcza jego nadmierna aktywnosc,
determinujgjakosciowo postaw? ueznia i uzyskiwane przezen wyniki w pracy
z tekstem matematyeznym. Rozwigzywanie zadan na poszukiwanie bt?dow
nalezy wprowadzac juz do mtodszych Idas; znalezienie bt?du jest rownie satys-

17 Zob. takze: A. Bell : Systematyczne uzyeie konfliklu poznawczego w nauezania - trzy ef<s-
perymenty. „Dydaktyka Matematykr* nr 13. Krakow 1992, s. 9.

i g K. Szyszylo: Wpfyw zroznicowanych zadan na realizaejq celow dydaktycznych matematy-
ki. Dysertacja doktorska. Szczecin 2000 (maszynopis).
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fakcjonuj^ce dla dziecka jak rozwigzanie zadania. Znajdowanie bl?dow w ra-
chunkach arytmetycznych lub algebraicznych, czy popeinianych przy rozwiq-
zywaniu rownan moze prowadzic do gl?bszych refleksji, pozwalajqcych uswia-
domic uczniowi, ze ostatecznie rachunki opieraj^ si? na kilku prostych prawach
arytmetyki, ktore nalezy znac i stosowac; rozwi^zywanie rownan to stosowanie
twierdzen, a nie jedynie post?powanie wedlug ustalonych szablonow.

Zwazywszy na znaczenie bt?dow uczniow, diagnoza efektow ksztalcenia
matematycznego nie powinna ograniczac si? wyl^cznie do pomiaru ilosciowe-
go. Bf?dy w rozumowaniach uczniow powinny bye przedmiotem systematycz-
nej analizy i refleksji, a uzyskane rezultaty przedldadane w formie problemow
tworcom programow, autorom podr?cznikow metodycznych, a takze nauezy-
cielom matematyki, ktorych nalezaloby wlqczac do tworezej dyskusji. Diagnoza
bl?du powinna implikowac podejmowanie nast?puj^cych dzialan dydaktycz-
nych:

- uswiadomienie uezniom konsekweneji, do jakich prowadzi nieprze-
strzeganie twierdzen, wlasnosci, praw; ksztaltowanie krytycyzmu i sa-
mokrytycyzmu;

- zaznajamianie uczgcych si? z istotnymi brakami w okreslonym rozu-
mowaniu, sprzyjaj^ce wzniesieniu na wyzszy poziom poznania mate-
matycznego i prowadz^ce w naturalny sposob do nowych problemow;

- ksztalcenie umiej?tnosci poprawnego rozumowania scisle zwigzanego
z ksztalceniem j?zyka matematycznego, w szczegolnosci jego elemen-
tow, jakim jest symbolika matematyezna;

- ksztaltowanie poprzez matematyk? okreslonych, spolecznie akceptowa-
nych postaw, oraz ukazywanie jej zwigzkow z zyciem i roznorodn^ ak-
tywnosci^ czlowieka.




