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Poziomy rozumienia wybranych problemdéw
matematyki elementarnej

Kazdego roku wiele dzieci w naszych szkotach doznaje niepowodzer
w uczeniu sie matematyki. Nauczyciele i badacze tego zagadnienia sa zgodni
w stwierdzeniu, iz Zrédlem niepowodzefi jest niezrozumienie tego, z czym
uczefi obcuje na lekcjach.

Czym wiec jest rozumienie

Psychologia nie rozwiazala jeszcze tego zagadnienia w sposéb jednoznacz-
ny. Dla Dawida (inicjatora badar nad rozumieniem w psychologii polskiej) jest
ono ,,aktem psychicznym”, dla Szewczuka ,,aktualizacja uprzedniego poznania”
oraz ,jednym z proceséw my$lenia”, dla Pietera rozumienie jest ,,poznawaniem”
i ,forma myslenia mniej aktywnego niz myslenie problemowe”, dla Kreutza
stanowi ono ,,wlasciwos¢ przedstawieri, jakie powstaja w umysle ludzkim pod
wplywem bodZcéw zewnetrznych” (zob. I.W. Dawid 1927; W. Szewczuk 1968;
J. Pieter 1963; M. Kreutz 1968).

Préba wyréznienia pozioméw rozumienia matematyki elementarnej

SwoistoScia rozumienia matematyki zajmowala sie Danuta Gierulanka.
Uwaza ona, iz rozumienie to ,,poznawcze ujmowanie czego§ w sposéb istotnie
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poéredni. Rozgrywa sie ono, gdy (1) jest nam bezposrednio dane co$ takiego,
co nas wyprowadza poznawczo poza siebie samo, wskazuje na co§ innego,
odnosi sie dofi, czy je sugeruje Iub kaze sie poprzez siebie jeszcze czego§ do-
szukiwad, i gdy (2) idac za tymi wskazaniami czy sugestiami, odkrywamy co§
nowego w stosunku do tego, co bylo explicite bezposrednio dane” (D. Gieru-
lanka 1962). Przytoczona definicja sugeruje dwie rézne jako$ciowo kategorie
rozumienia:

1. sposéb odbioru informacji,

2. operowanie informacja, czyli rozumienie twdrcze.

W matematyce tworzywem, z ktérego zbudowano rzeczywisto$é dana do
zrozumienia sa: symbol matematyczny, schemat i stowo. Odbiorca ma uchwycié
znaczenie tych znakéw, dotrzeé poznawczo do czego$ réznego od tego, co jest
jasno i bezposrednio dane. Mozna takze p6js¢ dalej — przeksztalci¢ podang in-
formacje, operowa¢ wlasnosciami, czy sprowadzi¢ informacje niepetne do zna-
nej postaci. Jest to nie tylko wyjscie poza to, co dane przez wyja$nienie, ale
odkrycie czego$ przez wnioskowanie.

Tabela 1 ujmuje tak pojete kategorie rozumienia. Uszczegélowieniem tych
kategorii sa podkategorie nazwane poziomami rozumienia.

Tabela 1
Poziomy rozumienia matematylki elementarnej
Kategoria Pf)dkategoﬁa (poziom rozumienia)
1 1. Odczytywanie znaczeri
Qdbidr informacji 2. Rozumienie istoty
II 3. Wnioskowanie przyczynowo-skutkowe
Rozumienie tworcze 4. Weryfikacja hipoptez

Zaklada sie, ze kazdy wyzszy poziom rozumienia wymaga zachowan bar-
dziej zlozonych i abstrakcyjnych niz te, ktére reprezentowane sa na poziomie
nizszym.

Jakie zachowania przyporzadkujemy poszczegélnym
poziomom rozumienia?

ODCZYTYWANIE ZNACZEN to najnizszy, pierwszy poziom rozumienia
matematyki elementarnej. Czynnosci ucznia charakteryzuje lokalizowanie infor-
macji, odréznianie tego, co odpowiada danej nazwie, od tego, co nie wchodzi
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w jej zakres. Jest to kontynuacja spostrzegania, a nie samo spostrzeganie. Zakres
materiatu ograniczony jest do tego, co niezbedne, bez czego uczefi na pewno
nie poradzi sobie w §wiadomym stosowaniu wiadomogci nawet na najnizszym
poziomie. Sytuacje, ktére uczeri spotyka, nie sa dla niego nowe.

ROZUMIENIE ISTOTY, sensu treSci matematycznych przedstawionych
symbolicznie, graficznie badZ na konkretach — to drugi poziom rozumienia ma-
tematyki elementarnej. Oznacza to ogélny wglad w treéci, uchwycenie gléw-
nych my§li waznych dla najistotniejszych zastosowari matematyki w sytuacjach
typowych, Bedzie to nie tylko wyréznienie desygnatéw pojecia, lecz takze prze-
grupowania i uporzadkowania w ramach danych, wyjasnienie sensu na podsta-
wie charakterystycznych wlaSciwosci i najistotniejszych relacji. Czynnosci ucz-
nia dotycza tresci podstawowej, §ci§le powiazanej z dalszym ksztalceniem mate-
matycznym i najczestszymi sytuacjami zycia codziennego.

ROZUMIENIE PRZYCZYNOWO-SKUTKOWE jest warunkiem koniecz-
nym rozumienia twérczego. W czynnosciach tego poziomu nie chodzi jedynie
0 wyjasnienie istoty tego, co dane. Chodzi o co§ wiecej, o skierowanie mysli
na relacje miedzy dwoma faktami matematycznymi, o wyjasnienie przyczyny
lub skutku, o odstoniecie nadrzednoSei i podrzednosci, o swobode w przecho-
dzeniu z przedstawieri enaktywnych na ikoniczne i graficzne. Do podania wia-
$ciwej odpowiedzi konieczne jest odkrycie czego§ nowego przez operowanie
danymi nietypowymi. Duza role odgrywa znalezienie przyczyny tego nietypo-
Wego ujecia.

WERYFIKACJA HIPOTEZ to najwyzszy, czwarty poziom rozumienia ma-
tematyki elementarnej. Dane jest cod, co jedynie sugeruje ogélny typ relacj,
og6blny kontekst. Mogg to byé fakty matematyczne fragmentaryczne, niezupetne,
nie dokoriczone albo celowo blednie skonstruowane. Weryfikacja przewidywan
wymaga postugiwania si¢ wiedza uogélniona, klasa przedmiotéw, a jednoczes-
nie zauwazenia wiasciwosci szczegélowych i warunkéw granicznych. Opera-
tywne postugiwanie si¢ wiedza uogdlniona, przeksztalcanie danych i sprowa-
dzanie ich do postaci znanej (poprawnej), wnioskowanie z faktéw niepetnych,
to glebsze rozumienie matematyki niz odszukanie przyczyny Inb skutku. Takie
rozumienie moze by¢ podstawa stosowania wiadomo§ci w sytuacjach problemo-
wych.
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Taksonomia celow poznawczych a poziomy rozumienia
matematyki elementarnej

Relacje migdzy taksonomia celéw ksztalcenia (B. Niemierko 1975), w tym
taksonomii celéw nauczania poczatkowego matematyki (K. Wojciechowska
1984), przedstawia ponizszy schemat:

Taksonomia celéw nauczania Poziomy rozumienia
' matematyki elementarnej
Poziom Kategoria
I A. Zapamigtanie
Wiadomosci | Wiaddmodci Kategoria Poziom
B. Zrozumienie :
‘windomodci I 1. Odczytywanie
=g . Odbiér znaczefi
I Lalsovianle informacii 2. Rozumienie
Umiejetnosci | - Wiadomosci istoty
w sytuacjach ; :
typowych I 3. Wnioskowanie
D. Stosowanie Rozumienie prl:yfl(z OISR
wiadomosci tworcze s
w sytuacjach 4. Weryfikacja
problemowych hipotez

oznacza gotowo$¢ $wiadomego stosowania wiadomosci
Rys. 1. Zaleznosci miedzy taksonomia celéw poznawczych a poziomami rozumienia
matematyki elementarnej

Pierwsza kategoria rozumienia (poziom 1 i 2) to skierowanie mysli na sens,
intencje, istotg tego, co dane. Czynnosci dotycza uprzednich do§wiadczes i ich
aktualizacji. Chodzi o wlaczenie tego, co dane do tego, co gotowe. Opis gléw-
nych zaleznosci, trafne faczenie informacji podanych wprost, lokalizowanie in-
formacji — zwigzane s3 ze sposobem odbioru informacji i stanowig gotowo$é do
Swiadomego stosowania wiadomogci w sytuacjach typowych.

Druga kategoria rozumienia — rozumienie twércze — stanowi gotowo$é do
stosowania wiadomosci w sytuacjach problemowych. Jest ono bardziej dynami-
czne niz rozumienie na poziomie odbioru informacji. Czynnosci ucznia zwigza-
ne sa z operowaniem tym, co dane, poprzez ustalenie przyczyny albo skutku,
odszukanie informacji brakujacej badZ jej naprawienie, czyli doprowadzenie do
sytuacji prawdziwej, a takze uchwycenie nadrzednosci i podrzednoéci.
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Takie my§lenie o poziomach rozumienia matematyki elementarnej burzy
pelng hierarchiczno$¢ taksonomii celéw nauczania (por. K. Wojciechowska
1984).

Jak zebrano wyniki badan?

Wyréznione poziomy rozumienia matematyki elementarnej wymagaty
empirycznego sprawdzenia ich hierarchicznosci. Podstawowe problemy badaw-
cze sformulowano w pytaniach:

1. Jakie testy mozna konstruowa¢ do badania rozumienia matematyki ele-
mentarnej? -

. 2. W jakiej mierze poziom rozumienia matematyki elementarnej jest uwaran-

kowany $rodowiskiem szkolnym?
3. Czy wybdr odpowiedzi w zadaniach zamknigtych moze s§wiadczyé o ro-
dzaju popelnianego bledu?

Gléwnym zalozeniem bylo badanie rozumienia jako efektu, tzn. sprawdze-
nie, czy w Swiadomoéci dziecka wystgpuje pewna my§l, z ktérej potrafi ono
zdac sprawe (por. Szewczuk 1968). WskaZnikiem tej myéli, tego zdawania spra-
wy bylo podkreslenie odpowiedzi, potaczenie w pary, dorysowanie elementu,
uzupeinienie rysunku badZ poprawienie go, a nie obliczenia rachunkowe czy
podanie faktu matematycznego.

Badaniami objeto 254 uczniow klasy trzeciej szkoty podstawowej wojewé-
dztwa gdaiiskiego. Uzyto préby warstwowo-losowej z Miedzynarodowych Ba-
dari Umiejetnosci Czytania (1992). Zaleznosci §rodowiskowe ujeta zréznicowa-
na populacja: wielkomiejska, matomiejska i wiejska. Narzedziem badaii byt test.

Wyniki badan

Skonstruowany test badat rozumienie trzydziestu czynnosci: 12 dotyczylo
poréwnywania, podporzadkowania i klasyfikacji, 6 — wlasnoéci dziatan, 5 —
zadafri tekstowych, 4 — osi liczbowej i 3 — réwnania. Natomiast co do poziomu
rozumienia liczby badanych czynnosci przedstawiaja sie nastepujaco:

poziom pierwszy — 4 czynnoéci, poziom drugi — 7 czynnosci,

poziom trzeci — 9 czynnosci i poziom czwarty — 10 czynnoci.
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Za kazda poprawnie wykonang czynno$¢ uczen otrzymywat jeden punkt,
stad maksymalna liczba punktéw jest réwna 30. Procentowy rozklad wynikéw
testowania przedstawia rysunek 2.
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Liczba punktdow
Rys. 2. Rozklad wynikéw testowania

Rozpietos¢ wynikdéw jest bardzo duza, zajmuje prawie cala skale: od 2 do 28
punktéw. Sredni wynik testowania wynosi 15 punktéw, modalna 13, a mediana
takze 15 punktéw. Ponad 80% wynikéw gromadzi si¢ w przedziale od 9 do 22
punktéw.

Sposob zamiany liczby uzyskanych punktéw na zaliczenie danego poziomu
rozumienia oparto na teorii pomiaru sprawdzajacego wielostopniowego (Nie-
mierko 1990). Stad przyjeto, iz: 1) bez zaliczenia poziomu nizszego nie mozna
zaliczy¢ poziomu wyzszego, 2) aby zaliczyé dany poziom wymagad, nalezy
rozwigzaé poprawnie co najmniej 70% zadaii z tego poziomu. Uklad pozioméw
wymagan i odpowiadajace im liczby punktéw przedstawia tabela 2.
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Tabela 2

Normy wymagai a poziomy rozumienia

Poziom I 1I m v
rozumienia

Maksymalna 4 7 9 10
liczba punktéw
Norma wymagaii 3 5 6 7
(w punktach)
Zaliczenie 3 punkty

poziomu 3 punktéw
(w punktach)

14 punktéw

21 punktéw

W przypadkach niestopniowalnych na zaliczenie poziomu nizszego groma-
dzono punkty z pozioméw wyzszych, nigdy odwrotnie.

Najlepiej poradzili sobie uczniowie z zadaniami poziomu pierwszego (87%
wykonania). Tego poziomu nie zaliczylo jedynie dwéch uczniéw legitymuja-
cych si¢ zaSwiadczeniem o obniZeniu wobec nich wymagari programowych,
Poziom drugi zaliczyto 94% uczniéw. Uzyskali oni od 8 do 13 punktéw. Z tego
poziomu Srednio wykonano 63% zadari (por. tabela 3). Oznacza to, iz z tego
poziomu nie wykonano prawidlowo co trzeciego zadania, a poziomu tego nie
zaliczyl co osiemnasty uczef.

Tabela 3
Wyniki w poziomach rozumienia
Poziom rozumienia I I I v
Procent zaliczen 99 94 54 11
Fatwosé srupy zadan 0.87 0,63 0,45 0,22

Znacznie wigcej trudnoSci sprawily uczniom zadania dotyczace rozumienia
twérczego. Poziom trzeci zaliczylo nieco ponad polowe uczniéw (54%), a po-
ziom czwarty co dziewiaty uczen (11%). W poziomie trzecim $rednio uczniowie
wykonali 46% zadai, a z poziomu czwartego 22% zadar (tabela 3).

Zebrane w tabeli 3 wyniki zilustrowano rysunkiem trzecim i czwartym.,

Na rysunku 3 stupki pionowe pokazuja, ile procent uczniéw w poszczegél-
nych warstwach zaliczylo dany poziom rozumienia. Widzimy tu réznice uwa-
runkowane §rodowiskiem szkolnym. Najnizsze wyniki osiagaja dzieci wiejskie,
a najwyzsze — dzieci z mniejszych miast. W kazdym $rodowisku widaé réznice
w procentach zaliczeri pozioméw rozumienia. Takze §redni poziom zaliczeri
pozioméw wymagari (linie poziome) pokazuje hierarchiczne uporzadkowanie
wyodregbnionych pozioméw rozumienia matematyki elementarnej.
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Rozrzut tatwosci zadafi w poszczegdlnych poziomach rozumienia oraz
§rednia Iatwo§¢ grupy zadad (tab. 3 i rys. 4) ukazuja hierarchiczne uporzadko-
wanie wynikow uzyskanych za pomoca testu wielopoziomowego. Wiekszosd
zadafi z najnizszego poziomu to zadania bardzo fatwe (p>0,8). W poziomie
drugim wspélczynnik latwosci pieciu na siedem zadan miescit si¢ w przedziale
od 0,60 do 0,75, co oznacza, iz sa to zadania fatwe. Natomiast w grupie zadari
z zakresu rozumienia twérczego (poziom rozumienia trzeci i czwarty) wiekszo§é
zadan to zadania trudne i bardzo trudne.

Whioski

1. Aby nauczanie szkolne matematyki elementarnej byto bardziej operatyw-
ne, nalezy wigksza uwage zwrdci¢ na rozumienie tego, z czym dziecko obcuje
na lekcjach. Jako$¢ rozumienia jest $cisle powigzana z poziomami rozumienia.
Wazng wskazéwka do wyodrgbnienia tych pozioméw sa badania psychologicz-
ne.

2. Test wielostopniowy jest trafnym narzgdziem rozpoznajacym poziom
rozumienia matematyki elementarnej. Potwierdzeniem tej tezy sq wyniki zali-
czefl poziom6w rozumienia oraz wskaZniki tatwodci zadad w poszczegdlnych
pozioma}:h, a takze latwoé¢ grup zadan. Do badai wyodrebniono prébe war-
stwowo-losowa uczniéw klas trzecich wojewddztwa gdariskiego.

3. WskaZnikiem rozumienia nie jest podanie faktu czy dokonanie skompli-
kowanego obliczenia, lecz podkreslenie, polaczenie, uzupeienie faktéw badZ
poprawienie danych tak, aby otrzymaé odpowiedZ prawidtowa.

4. Testem objeto fakty matematyczne podane w postaci grafu, symbolu
1 stowa. Zadania konstruowano tak, by odpowiedZ nieprawidtowa sugerowata
rodzaj popelnionego bledu.

5. Wyniki badan sa przydatne do oceny opisowej, indywidualizacji naucza-
nia, likwidowania brakéw wiedzy ucznia, §ledzenia rozwoju ucznia, a takze —
w przypadku wysokich osiagnie¢ — do rozszerzenia podstawy prbgramowej
w kierunku glebszego rozumienia matematyki. Osiagniecia uczniéw ustalone na
podstawie testu nie sa wystarczajace do orzekania o rozumieniu matematyki
w og6le i nie moga by¢ jedyna podstawa do wystawienia oceny semestralnej.
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Zalacznik

PRZYKEADY ZADAN Z POSZCZEGOLNYCH POZIOMOW ROZUMIENIA

p — latwosc zadania

Poziom 1
Odréznienie prawidlowo poréwnanych dziataii z liczbami od pordwnani nieprawidlo-
wych.

Zadanie 1
Napisz TAK albo NIE bez wykonywania obliczen.
Czy to prawda, ze:

a)5<8 Odpowiedz...... p =096
b)B+ 175=8 + 275 OdpowiedzZ...... p=0,89
c)128-6>128-5 OdpowiedZ:..... p=083
Poziom 2

QOdszukanie liczb uporzadkowanych wedlug podanego polecenia.

Zadanie 1
p=0,59
Podkresél liczby uporzadkowane od najmniejszej do najwigkszej.
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a)0,1,5 2

b) 2, 15, 79, 80

c4,3,2,1

d) 7, 800, 193, 1000

Qdréznienie danych istotnych w zadaniu tekstowym od danych zbytecznych.

Zadanje 2
' p=042
Henio ma 6 samochodzikéw, a Tomek 5. Dwa samochodziki Henia i 3 Tomka sg w
kolorze czerwonym. Ile samochodzikéw maja chlopcy razem?
Podkre$] rozwigzanie tego zadania.
ab+5+2+3=16
b)6+5+3=14
) 6+5=11
dH6+3=9

Poziom IIT i TV

a) Wyodrebnienie osi liczbowej w nietypowym potozeniu (poziom III).

b) Ocena poprawnoéci nietypowej osi liczbowej (poziom IV).

c,d) Naprawienie informacji falszywej tak, by otrzymaé of liczbowa (poziom IV),

Zadanie 1

Otocz petla rysunki, na ktérych prawidlowo narysowano of liczbowa. Pozostate rysunki
popraw tak, by przedstawialy of liczbowa.

b
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a) Przyporzadkowanie zadaniu tekstowemu zlozonemu odpowiedniego schematu (po-
ziom III).
b) Dostosowanie schematu do tresci zadania tekstowego zlozonego (poziom IV).

Zadanie 2

Hurtownia ma wystaé 45 kg stodyczy. Wystano juz 2 paczki po 10 kg i 3 paczki po
5 kg. Pozostala czg$é nalezy wystaé w paczkach dwukilogramowych. Ile bedzie paczek
dwukilogramowych?

Otocz petla rysunek przedstawiajgcy tre$é tego zadania,

Jeden z pozostatych rysunkéw popraw tak, aby takze przedstawial tre§¢ tego zadania.
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