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Poziomy rozumienia wybranych problemow
matematyki elementarnej

Kazdego rolcu wiele dzieci w naszych szkolach doznaje niepowodzeri
w uczeniu si? matematyki. Nauczyciele i badacze tego zagadnienia sq zgodni
w stwierdzeniu, iz zrodlem niepowodzen jest niezrozumienie tego, z czym
uczeri obcuje na lekcjach.

Czym wi^c jest rozomienie

Psychologia nie rozwiazala jeszcze tego zagadnienia w sposob jednoznacz-
ny. Dla Dawida (inicjatora badan nad rozumieniem w psychologii polskiej) jest
ono „aktem psychicznym” , dla Szewczuka „alctualizacjq uprzedniego poznania”
oraz „jednym z procesow myslenia” , dla Pietera rozumienie jest „poznawaniem”
i „form4 myslenia mniej alctywnego niz myslenie problemowe” , dla Kreutza
stanowi ono „wlasciwosc przedstawien, jakie powstajq w umysle ludzkim pod
wplywem bodzcow zewn?trznych” (zob. J.W. Dawid 1927; W. Szewczuk 1968;
J. Pieter 1963; M. Kreutz 1968).

Proba wyroznienia poziomow irozumienia matematyki elementarnej

Swoistoscia rozumienia matematyki zajmowala si§ Danuta Gierulanka.
Uwaza ona, iz rozumienie to „poznawcze ujmowanie czegos w sposob istotnie
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posredni. Rozgrywa si? ono, gdy (1) jest nam bezposrednio dane cos takiego,
co nas wyprowadza poznawczo poza siebie samo, wskazuje na cos innego,
odnosi si? don, czy je sugeruje lub kaze si? poprzez siebie jeszcze czegos do-
szukiwac, i gdy (2) iditc za tymi wskazaniami czy sugestiami, odkrywamy cos
nowego w stosunku do tego, co byio explicite bezposrednio dane” (D. Gieru-
lanlca 1962). Przytoczona definicja sugeruje dwie rozne jakosciowo kategorie
rozumienia:

1. sposob odbioru informacji,
2. operowanie informacja, czyli rozumienie tworcze.
W matematyce tworzywera, z ktorego zbudowano rzeczywistosc dan4 do

zrozumienia sq: symbol matematyczny, schemat i slowo. Odbiorca ma uchwycic
znaczenie tych znalcow, dotrzec poznawczo do czegos roznego od tego, co jest
jasno i bezposrednio dane. Mozna talcze pojsc dalej - przeksztalcic podanq in-
formacj?, operowac wlasnosciami, czy sprowadzic informacje niepelne do zna-
nej postaci. Jest to nie tylko wyjscie poza to, co dane przez wyjasnienie, ale
odlcrycie czegos przez wnioskowanie.

Tabela 1 ujmuje talc pojete lcategorie rozumienia. Uszczegolowieniem tych
kategorii sq podkategorie nazwane poziomami rozumienia.

Tabela 1
Poziomy rozumienia matematyki elementarnej

Kategoria
\

Podkategoria (poziom rozumienia)
I

Odbior informacji
1. Odczytywanie znaczeri
2. Rozumienie istoty

II
Rozumienie tworcze

3. Wnioskowanie przyczynowo-skutkowe
4. Weryfilcacia hipoptez

Zaklada si?, ze kazdy wyzszy poziom rozumienia wymaga zachowan bar-
dziej zlozonych i abstrakcyjnych niz te, ktore reprezentowane sq na poziomie
nizszym.

Jalde zachowania przyporzqdkujemy poszczegolnym
poziomom rozumienia?

ODCZYTYWANIE ZNACZEN to najnizszy, pierwszy poziom rozumienia
matematyki elementarnej. Czynnosci ucznia charakteryzuje lokalizowanie infor-
macji, odroznianie tego, co odpowiada danej nazwie, od tego, co nie wchodzi
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w jej zakres. Jest to kontynuacja spostrzegania, a nie samo spostrzeganie. Zakres
materialu ograniczony jest do tego, co niezb^dne, bez czego uczen na pewno
nie poradzi sobie w swiadomym stosowaniu wiadomosci nawet na najnizszym
poziomie. Sytuacje, ktore uczen spotyka, nie sa dla niego nowe.

ROZUMIENIE ISTOTY, sensu tresci matematycznych przedstawionych
symbolicznie, graficznie bqdz na konkretach - to drugi poziom rozumienia ma-
tematyki elementarnej. Oznacza to ogolny wglqd w tresci, uchwycenie glow-
nych mysli waznych dla najistotniejszych zastosowan matematyki w sytuacjach
typowych. B^dzie to nie tylko wyroznienie desygnatow pojecia, lecz takze prze-
grapowania i uporzqdkowania w raraach danych, wyjasnienie sensu na podsta-
wie charakterystycznych wlasciwosci i najistotniejszych relacji. Czynnosci ucz-
nia dotycza treSci podstawowej, scisle powiazanej z dalszym ksztalceniem mate-
matycznym i najczestszymi sytuacjami zycia codziennego.

ROZUMffiNIE PRZYCZYNOWO-SKUTKOWE jest warunkiem koniecz-
nym rozumienia tworczego. W czynnosciach tego poziomu nie chodzi jedynie
o wyjasnienie istoty tego, co dane. Chodzi o cos wi§cej, o skierowanie mysli
na relacje mi?dzy dwoma faktami matematycznymi, o wyjasnienie przyczyny
lub skutlcu, o odslonigcie nadrz^dnosci i podrz^dnosci, o swobod§ w przecho-
dzeniu z przedstawien enaktywnych na ikoniczne i graficzne. Do podania wla-
sciwej odpowiedzi konieczne jest odkrycie czegos nowego przez operowanie
danymi nietypowymi. Duza role odgrywa znalezienie przyczyny tego nietypo-
wego ujecia.

WERYFIICACJA HIPOTEZ to najwyzszy, czwarty poziom rozumienia ma-
tematyki elementarnej. Dane jest cos, co jedynie sugeruje ogolny typ relacji,
ogolny kontelcst. Moga to bye fakty matematyezne fragmentaryezne, niezupelne,
nie dokoriezone albo celowo blednie skonstruowane. Weryfikacja przewidywan
wymaga postugiwania si? wiedza uogolniona, Idasa przedmiotow, a jednoczes-
nie zauwazenia wlasciwosci szczegolowych i warunkow granicznych. Opera-
tywne poshigiwanie si? wiedza uogolniona, przeksztalcanie danych i sprowa-
dzanie ich do postaci znanej (poprawnej), wnioskowanie z faktow niepelnych,
to glebsze rozumienie matematyki niz odszukanie przyczyny lub slcutku. Takie
rozumienie moze bye podstawa stosowania wiadomosci w sytuacjach problemo-
wych.
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Taksonomia celow poznawczych a poziomy rozumienia
matematyki elementarnej

Relacje mi^dzy taksonomiq celow ksztalcenia (B. Niemierko 1975), w tym
taksonomii celow nauczania poczqtkowego matematyki (K. Wojciechowska
1984), przedstawia ponizszy schemat:

Taksonomia celow nauczania Poziomy rozumienia
matematyki elementarnej

Poziom Kategoria
I A. Zapamietanie

Wiadomosci wiadomosci Kategoria Poziom
B. Zrozumienie

wiadomosci I 1. Odczytywanie
znaczeh

2. Rozumienie
istoty

n
Umiejetnosci

C. Stosowanie
wiadomosci
w sytuacjach
typowych

)/' Odbior
informacji

\ n 3 . Wnioskowanie

D. Stosowanie
wiadomosci
w sytuacjach
problemowych

A Rozumienie
tworcze

przyczynowo-
-skutkowe

4. Weryfikacja
hipotez

oznacza gotowosc swiadomego stosowania wiadomosci
Rys. 1. Zaleznosci mi?dzy taksonomiq celow poznawczych a poziomami rozumienia

matematyki elementarnej
Pierwsza kategoria rozumienia (poziom 1 i 2) to skierowanie mySli na sens,

intencje, istot§ tego, co dane. Czynnosci dotyczq uprzednich doswiadczen i ich
aktualizacji. Chodzi o wlqczenie tego, co dane do tego, co gotowe. Opis glow-
nych zaleznosci, trafne Iqczenie informacji podanych wprost, lokalizowanie in-
formacji- zwiqzane sq ze sposobem odbioru informacji i stanowiq gotowosc do
Swiadomego stosowania wiadomoSci w sytuacjach typowych.

Druga kategoria rozumienia - rozumienie tworcze - stanowi gotowoSc do
stosowania wiadomoSci w sytuacjach problemowych. Jest ono bardziej dynami-
czne niz rozumienie na poziomie odbioru informacji. CzynnoSci ucznia zwiqza-
ne sq z operowaniem tym, co dane, poprzez ustalenie przyczyny albo skutku,
odszukanie informacji brakujqcej bqdz jej naprawienie, czyli doprowadzenie do
sytuacji prawdziwej, a takze uchwycenie nadrzednoSci i podrz?dnoSci.
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Takie myslenie o poziomach rozumienia matematyki elementamej burzy
peln4 hierarchicznosc taksonomii celow nauczania (por. K. Wojciechowska
1984).

Jak zebrano wyniki badan?

Wyroznione poziomy rozumienia matematyki elementamej wymagaty
empirycznego sprawdzenia ich hierarchicznosci. Podstawowe problemy badaw-
cze sformulowano w pytaniach:

1. Jakie testy mozna konstruowac do badania rozumienia matematyki ele-
mentarnej? •

2.W jakiej mierze poziom rozumienia matematyki elementamej jest uwarun-
kowany srodowiskiem szkolnym?

3. Czy wybor odpowiedzi w zadaniach zamknietych moze swiadczyc o ro-
dzaju popelnianego bl^du?

Glownym zalozeniem bylo badanie rozumienia jako efelctu, tzn. sprawdze-
nie, czy w swiadomosci dziecka wystepuje pewna mysl, z ktorej potrafi ono
zdac spraw§ (por. Szewczuk 1968). Wskaznikiem tej mysli, tego zdawania spra-
wy byio podkreslenie odpowiedzi, potqczenie w pary, dorysowanie elementu,
uzupefnienie rysunku bqdz poprawienie go, a nie obliczenia rachunkowe czy
podanie falctu matematycznego.

Badaniami obj§to 254 uczniow klasy trzeciej szkoly podstawowej wojewo-
dztwa gdariskiego. Uzyto proby warstwowo-losowej z Migdzynarodowych Ba-
dan Umiejqtnosci Czytania (1992). Zaleznosci srodowiskowe uj§la zroznicowa-
na populacja: wielkomiejska, malomiejska i wiejska. Narz^dziem badan byi test.

Wyniki badan

Skonstruowany test badal rozumienie trzydziestu czynnosci: 12 dotyczylo
porownywania, podporzadkowania i klasyfikacji, 6 - wlasnosci dzialari, 5 -
zadan tekstowych, 4 - osi liczbowej i 3 — rownania. Natomiast co do poziomu
rozumienia liczby badanych czynnosci przedstawiaj<|si§ nast^pujqco:

poziom pierwszy - 4 czynnosci, poziom drugi - 7 czynnosci,
poziom trzeci - 9 czynnosci i poziom czwarty - 10 czynnosci.
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Za kazda poprawnie wykonans* czynnoSc uczeri otrzymywal jeden punkt,
stQd maksymalna liczba punktow jest rowna 30. Procentowy rozklad wynikow
testowania przedstawia rysunek 2.
Procent <Q

uczniow

9

8
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5

k

3

1

4

0 < 2 5 4, 56 T 0 9 lo « II « ft <5 <? 46 <3 J?o 21 22 23 24 ^ # 2? 2* 25

Rys. 2. Rozklad wynikow testowania
Liczba punktow

Rozpi^tosc wynikow jest bardzo duza, zajmuje prawie cal^ skal$: od 2 do 28
punktow. Sredni wynik testowania wynosi 15 punktow, modalna 13, a mediana
takze 15 punktow. Ponad 80% wynikow gromadzi si$ w przedziale od 9 do 22
punktow.

Sposob zamiany liczby uzyskanych punktow na zaliczenie danego poziomu
rozumienia oparto na teorii pomiaru sprawdzajqcego wielostopniowego (Nie-
mierlco 1990). Stcid przyjeto, iz: 1) bez zaliczenia poziomu nizszego nie mozna
zaliczyc poziomu wyzszego, 2) aby zaliczyc dany poziom wymagan, nalezy
rozwi^zac poprawnie co najmniej 70% zadari z tego poziomu. Uklad poziomow
wymagan i odpowiadajqce im liczby punktow przedstawia tabela 2.
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Tabela 2
Normy wymagari a poziomy rozumienia

Poziom
rozumienia

I II m IV

Maksymalna
liczba punktow

4 7 9 10

Norma wymagan
(w punktach)

3 5 6 7

Zaliczenie
poziomu
(w punktach)

3 punkty
3 puriktow

14 punktow
21 punktow

W przypadkach niestopniowalnych na zaliczenie poziomu nizszego groma-
dzono punkty z poziomow wyzszych, nigdy odwrotnie.

Najlepiej poradzili sobie uczniowie z zadaniami poziomu pierwszego (87%
wykonania). Tego poziomu nie zaliczylo jedynie dwoch uczniow legitymujci-
cych sie zaswiadczeniem o obnizeniu wobec nich wymagan programowych.
Poziom drugi zaliczylo 94% uczniow. Uzyskali oni od 8 do 13 punktow. Z tego
poziomu Srednio wykonano 63% zadan (por. tabela 3). Oznacza to, iz z tego
poziomu nie wykonano prawidlowo co trzeciego zadania, a poziomu tego nie
zaliczyl co osiemnasty uczen.

Tabela 3
Wyniki w poziomach rozumienia

Poziom rozumienia I n in IV
Procent zaliczen 99 94 54 11
Latwosc grupy zadan 0,87 0,63 0,45 0,22

Znacznie wi^cej trudnosci sprawily uczniom zadania dotycz^ce rozumienia
tworczego. Poziom trzeci zaliczylo nieco ponad polow§ uczniow (54%), a po-
ziom czwarty co dziewi<*ty uczen (11%). W poziomie trzecim srednio uczniowie
wykonali 46% zadan, a z poziomu czwartego 22% zadan (tabela 3).

Zebrane w tabeli 3 wyniki zilustrowano rysunkiem trzecim i czwartym.
Na rysunku 3 shipki pionowe pokazujq, ile procent uczniow w poszczegol-

nych warstwach zaliczylo dany poziom rozumienia. Widzimy tu roznice uwa-
runkowane srodowiskiem szkolnym. Najnizsze wyniki osiQgaja dzieci wiejskie,
a najwyzsze - dzieci z mniejszych miast. W kazdym srodowisku widac roznice
w procentach zaliczen poziomow rozumienia. Takze sredni poziom zaliczen
poziomow wymagan (Iinie poziome) pokazuje hierarchiczne uporzqdkowanie
wyodr^bnionych poziomow rozumienia matematyki elementarnej.
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Rys. 3. Procent zaliczeri w poziomach rozumienia
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Rozrzut latwoSci zadari w poszczegolnych poziomach rozumienia oraz
srednia latwosc grupy zadari (tab. 3 i rys. 4) ulcazujq hierarchiczne uporzqdko-
wanie wynikow uzyskanych za pomocq testu wielopoziomowego. Wi^kszosc
zadari z najnizszego poziomu to zadania bardzo latwe (p>0,8). W poziomie
drugim wspolczynnik latwosci pi§ciu na siedem zadari miescil si§ w przedziale
od 0,60 do 0,75, co oznacza, iz sq to zadania latwe. Natomiast w grupie zadari
z zakresu rozumienia tworczego (poziom rozumienia trzeci i czwarty) wiekszosc
zadari to zadania trudne i bardzo trudne.

Wnioski

1. Aby nauczanie szkolne matematyld elementamej'bylo bardziej operatyw-
ne, nalezy wi^kszq uwage zwrocic na rozumienie tego, z czym dziecko obcuje
na lekcjach. Jakosc rozumienia jest scisle powiqzana z poziomami rozumienia.
Waznq wskazowkq do wyodr^bnienia tych poziomow sq badania psychologicz-
ne.

2. Test wielostopniowy jest trafnym narz^dziem rozpoznajqcym poziom
rozumienia matematyld elementarnej. Potwierdzeniem tej tezy sq wyniki zali-
czeri poziomow rozumienia oraz wskaznild latwosci zadari w poszczegolnych
poziomach, a takze latwosc grup zadari. Do badari wyodr^bniono probe war-
stwowo-losowq uczniow Idas trzecich wojewodztwa gdariskiego.

3. Wskaznikiem rozumienia nie jest podanie falctu czy dokonanie skompli-
kowanego obliczenia, lecz podkreslenie, polqczenie, uzupelnienie falctow bqdz
poprawienie danych talc, aby otrzymac odpowiedz prawidlowq.

4. Testem objeto falcty matematyczne podane w postaci grafu, symbolu
i slowa. Zadania konstruowano talc, by odpowiedz nieprawidlowa sugerowala
rodzaj popelnionego bl$du.

5. Wyniki badari sq przydatne do oceny opisowej, indywidualizacji naucza-
nia, likwidowania bralcow wiedzy ucznia, sledzenia rozwoju ucznia, a takze -
w przypadku wysokich osiqgniec - do rozszerzenia podstawy programowej
w kierunlcu glebszego rozumienia matematyki. Osiqgniecia uczniow ustalone na
podstawie testu nie sq wystarczajqce do orzekania o rozumieniu matematyki
w ogole i nie mogq bye jedynq podstawq do wystawienia oceny semestralnej.
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Zat^cznik

PRZYKLADY ZADAN Z POSZCZEGOLNYCH POZIOMOW ROZUMIENIA
p- latwosc zadania

Poziom 1
Odroznienie prawidlowo porownanych dzialari z liczbami od porownari nieprawidlo-
wych.

Zadanie 1
Napisz TAK albo NIE bez wykonywania obliczen.
Czy to prawda, ze:
a) 5 < 8 Odpowiedz: p = 0,96
b) 8 + 175 = 8 + 275 Odpowiedz: p = 0,89
c) 128 • 6 > 128 5 Odpowiedz: p = 0,83

Poziom 2
Odszukanie liczb uporzadkowanych wedlug podanego polecenia.

Zadanie 1
p = 0,59

Podkresl liczby uporzqdkowane od najmniejszej do najwi^kszej.
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a) 0, 1, 5, 2
b) 2, 15, 79, 80
c) 4, 3, 2, 1
d) 7, 800, 193, 1000
Odroznienie danych istotnych w zadaniu tekstowym od danych zbytecznych.

Zadanie 2
p = 0,42

Henio ma 6 samochodzikow, a Tomek 5. Dwa samochodziki Henia i 3 Tomka SJ|w
kolorze czerwonym. lie samochodzikow majq chlopcy razem?
Podkresl rozwiqzanie tego zadania.
a) 6 + 5 + 2 + 3 = 16
b) 6 + 5 + 3 = 14
c) 6 + 5 = 11
d) 6 + 3 = 9

Poziom III i IV
a) Wyodrebnienie osi liczbowej w nietypowym poiozeniu (poziom IE).
b) Ocena poprawnosci nietypowej osi liczbowej (poziom IV).
c,d) Naprawienie informacji falszywej tak, by otrzymac os liczbowq (poziom IV).
Zadanie 1
Otocz petlc|rysunki, na ktorych prawidlowo narysowano os liczbowq. Pozostale rysunki
popraw tak, by przedstawialy os liczbowq.

s--

0-
a
a

1

0-
a)

p=0,59

0 1 2 3 4 5 p=0,31

0 2 3 i.

c)
5 6

p=0,33

92 93 94 95
•*>

96 97
b) |

p=0,39
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a) Przyporzqdkowanie zadaniu tekstowemu ziozonemu odpowiedniego schematu (po-
ziom III).

b) Dostosowanie schematu do tresci zadania tekstowego zlozonego (poziom IV).

Zadanie 2
Hurtownia ma wyslac 45 kg slodyczy. Wyslano juz 2 paczki po 10 kg i 3 paczki po
5 kg. Pozostalq cz?sc nalezy wyslac w paczkach dwukilogramowych. lie b^dzie paczek
dwukilogramowych?
Otocz petl$ rysunek przedstawiajqcy tresc tego zadania.
Jeden z pozostalych rysunkow popraw tak, aby takze przedstawial tresc tego zadania.
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