Zastosowania diagnozy edukacyjnej

Bartosz Kondratek
Instytut Badan Edukacyjnych

Przeglad statystyk dopasowania modeli IRT
na poziomie zadania

Wprowadzenie

Parametryczne modele teorii odpowiedzi na zadanie (item response theory,
IRT) odgrywaja coraz to wigkszg role zaréwno przy konstrukeji testow i kwe-
stionariuszy, podczas samego badania (np. przy komputerowym adaptatyw-
nym testowaniu, computerized adaptive testing, CAT), jak i przy interpretacji
wynikéw badan. Modele IRT wypieraja na wielu polach dotychczasowe roz-
wigzania oparte na klasycznej teorii testow (KTT), jednoczes$nie umozliwiajac
rozwdj aplikacji wczesniej niedostepnych w ramach podejscia klasycznego.

Jakos¢ wnioskowania statystycznego na temat mierzonej umiejetnosci z wy-
korzystaniem IRT jest jednak silnie zwigzana z tym, na ile adekwatnie model
IRT jest do danych dopasowany. Fakt ten znajduje swoje odzwierciedlenie
w Standardach dla testow stosowanych w psychologii i pedagogice wydawanych
przez AERA, APA oraz NCME (2014), gdzie w przypadku stosowania modeli
IRT rekomenduje sie¢ przedstawienie dowodéw odpowiedniego ich dopaso-
wania do danych. Wielu badaczy wskazuje na konsekwencje, jakie niedopa-
sowanie modelu IRT do danych ma dla pdzniejszego wnioskowania (Wainer
i Thissen, 1987; Woods, 2008; Bolt, Deng i Lee, 2014).

Problematyka oceny dopasowania modeli IRT na poziomie zadan od samych
narodzin podejscia stanowila przedmiot intensywnych badan. Wigkszos¢
rozwigzan polega na przeprowadzeniu podzialu badanej testem umiejetnosci
na przedzialy (grupy) i dokonania poréwnania przewidywanych przez model
proporcji odpowiedzi do zaobserwowanych w danej grupie proporcji odpo-
wiedzi. Réznice migdzy metodami sprowadzaja si¢ do:

1. sposobu, w jaki dokonuje si¢ podziatu na grupy;

2. sposobu, w jaki liczone s3 obserwowane oraz przewidywane proporcje

odpowiedzi poprawnych;
3. postaci statystyki testowej;
4. ujecia w ramach podejscia czgstosciowego lub bayesowskiego.

W artykule zostanie przeprowadzony krytyczny przeglad wybranych rozwig-
zan dla zadan ocenianych dychotomicznie wraz z nakresleniem autorskiej
propozycji ujecia problemu. Ze wzgledu na oszczedno$¢ miejsca same modele
IRT nie zostang opisane, Czytelnik zainteresowany wprowadzeniem do IRT
moze skorzystac z opracowania Bartosza Kondratka i Artura Pokropka (2015).
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Statystyki S-X? oraz S-G* Orlando i Thissena

Za punkt wyj$cia przy dokonywaniu przegladu statystyk dopasowania jedno-
wymiarowych modeli IRT dla zadan ocenianych dychotomicznie przyjmie-
my pare statystyk S-X? oraz S-G?, zaproponowanych przez Mari¢ Orlando
i Davida Thissena (2000). Ich podejscie zostalo opracowane jako alterna-
tywa dla wczeéniej zaproponowanych rozwigzan i, jak wykazali w swojej
pracy, charakteryzuje si¢ od nich lepszymi wlasciwosciami statystycznymi.
Statystyki S-X? lub S-G?sg jednocze$nie najczesciej wybierane jako punkt od-
niesienia przy poréwnaniach z innymi wspolczesnie rozwijanymi podejsciami
(np. Stone i Zhang, 2003; Glas i Suarez-Falcon, 2003; Toribio i Albert, 2011).
W zwiazku z powyzszym, zaburzajac chronologie, zaczniemy wlasnie od omo-
wienia tej pary statystyk, dzieki czemu fatwiej bedzie mozna zaznaczy¢ wady
i zalety wszystkich innych omawianych dalej rozwigzan.

Statystyki Orlando i Thissena majg nastepujaca postac:
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We wzorach (1) oraz (2) N, jest liczbg obserwacji w grupie g, natomiast E; oraz
Oy s3 odpowiednio przew1dywanq przez model IRT oraz obserwowang pro-
porc]q odpowiedzi poprawnych na zadanie i w grupie g. Charakterystyczne
dla statystyk Orlando i Thissena jest przeprowadzanie grupowania badanych
0s0b ze wzgledu na ich wyniki obserwowane w tescie (stad indeksacja od g=0).
Statystyka S-X? odwoluje si¢ do testu y* Pearsona, natomiast statystyka S-G?
jest oparta na ilorazie wiarygodnosci. Przyjmuje sig, ze przy prawdziwosci
hipotezy zerowej rozktad obu statystyk jest przyblizony rozkladem y* z G-m
stopniami swobody, gdzie m jest liczbg szacowanych parametréw dla funkcji
charakterystycznej zadania i.

Przy grupowaniu ze wzgledu na wyniki obserwowane w calym tescie wartos¢
Oy jest wyliczana bezposrednio z danych, natomiast uzyskanie oczekiwanej pro-
porc]l odpowiedzi poprawnych, E;, stanowi pewne wyzwanie, ktorego sprytne
rozwiazanie stanowi istotny element omawianego podejécia. Parametry modelu
IRT wprost okreslaja prawdopodobienstwo zaobserwowania dowolnego wekto-
ra odpowiedzi, tj. model IRT okresla funkcje wiarygodnosci dla kazdej unikal-
nej konfiguracji odpowiedzi na wszystkie zadania testu. Do wyliczenia E;, po-
trzebna jest natomiast funkcja wiarygodnosci dla konkretnej sumy poprawnych
odpowiedzi na wszystkie zadania testu, ktéra to suma moze powsta¢ poprzez
realizacje réznych wektoréw odpowiedzi. Rekursywny algorytm pozwalajacy
na skonstruowanie funkeji wiarygodnosci dla dowolnej sumy punktéow w te-
$cie zostal zaproponowany przez Fredericka Lorda i Marilyn Wingersky (1984).
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Taka funkcje wiarygodnosci okreslajaca prawdopodobienstwo uzyskania wyni-
ku k oznacza si¢ jako as Sy(0), stad tez prefiks “S-” przy statystykach podanych
w (1) oraz (2).

Oczekiwana proporcja odpowiedzi poprawnych na zadanie i w grupie o wyni-
ku obserwowanym g przy obliczaniu statystyk S-X? oraz S-G? jest ostatecznie
wyliczana jako:

. PO OIEOLE
9 [S,(8)9(6)d0

gdzie fi(0) jest oszacowang funkcja charakterystyczng dla zadania i (praw-
dopodobienstwem odpowiedzi poprawnej na zadanie w zaleznosci od 0),
5i-1(8) jest funkcja wiarygodnosci okredlajaca prawdopodobienstwo uzyska-
nia wyniku g -1 przy usunieciu zadania i z testu, natomiast ¢(0) jest rozkla-
dem a priori badanej umiejetnosci w populacji. W oryginalnym rozwigzaniu
Orlando i Thissena wielkos¢ (3) byla obliczana za pomocg kwadratury. Warto
jednak zauwazy¢, zgodnie z uwaga poczyniong przez Glasa i Béguina (2010)
w konteksécie zréwnywania wynikéw obserwowanych opartych na wykorzy-
staniu IRT, ze wielko§¢ (3) rowniez dobrze moze by¢ oszacowana takze po-
przez metode Monte Carlo, w ktérej generuje sie wystarczajaco duzo wynikow
obserwowanych z wykorzystaniem oszacowanych parametréw modelu IRT.

(3)

>

W praktycznych aplikacjach metody Orlando i Thissena, jak i innych metod
opartych na grupowaniu ze wzgledu na wyniki obserwowane, czesto koniecz-
ne jest faczenie niektorych grup, aby oczekiwana liczba obserwacji przypada-
jacych na pojedyncza grupe osiggata pewna minimalng wartos¢ dla przybli-
zenia statystyki testowej przez rozklad y°. Ogolnie akceptowang granica dla
minimalnej oczekiwanej liczebnosci obserwacji w komorce tabeli dla testow
typu X* oraz G* jest warto$¢ 5, choc¢ s3 znane przypadki, gdy nawet oczekiwana
liczebno$¢ obserwacji wynoszaca 1 skutkuje dobrym przyblizeniem (Agresti,
1990, s. 49). Trzeba jednak mie¢ na wzgledzie, ze laczenie kategorii ma wptyw
na moc wnioskowania statystycznego (Chon, Lee i Dunbar, 2010). Zaleznos¢
wlasciwosci statystyk S-X? oraz S-G? od algorytmu zastosowanego przy tacze-
niu mato licznych kategorii mozna uzna¢ za pewna ich wade.

Klasyczne statystyki oparte na podziale na grupy ze wzgledu na
oszacowania punktowe

Pierwotne podejscia do testowania dopasowania modeli IRT na poziomie za-
dan korzystaly rowniez ze statystyk typu X? oraz G*, tak jak przytoczone we
wzorach (1) oraz (2) statystyki Orlando i Thissena. Istotng réznica, bedaca
jednoczesnie gléwnym elementem ich krytycznej oceny, jednak byt fakt, ze
zamiast dokonywa¢ podzialu na grupy umiejetnosci ze wzgledu na wyniki
obserwowane, grupowaly badane osoby na podstawie oszacowan ich umiejet-
nosci na skali zmiennej ukrytej 6.
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Pierwsza sposrdd takich statystyk jest Q, zaproponowana przez Yena (1981):

10 (0 )
Q1 = Z Ng( 19?1 ig))' W

g=1

Oprocz ograniczenia do 10 kategorii wzdr na Q, ma identyczng posta¢ jak S-X?
podany w (1), jednak sposéb podziatu na grupy oraz obliczania wartos$ci ocze-
kiwanych oraz obserwowanych proporcji odpowiedzi poprawnych jest diame-
tralnie odmienny od podejscia Orlando i Thissena. Przy obliczaniu statystyki
Q, badane osoby s3 dzielone na mniej wigcej réwnoliczne (decylowe) grupy
na podstawie punktowych oszacowan 6. Wartos¢ Oy jest wyliczana jako sredni
wynik w zadaniu i w grupie g, natomiast E, jest wartoscia krzywe) charakte-
rystycznej dla zadania i w punkcie réwnym sredniej z oszacowan punktowych
0 w grupie g Przyjmuje sie, ze statystyka Q, ma rozklad y’ z 10-m stopniami
swobody, gdzie m liczba szacowanych parametréw dla funkeji charaktery-
stycznej zadania i.

Bardzo podobna do Q, statystyka zostala zaproponowana przez Bocka (1972),
réznigca si¢ od Q,, jedynie brakiem ograniczenia do 10 réwnolicznych kategorii
oraz wykorzystaniem mediany z oszacowan punktowych 6 w grupie g zamiast
sredniej. Analizujac konstrukcje statystyki Q,, nasuwa si¢ skojarzenie z bardzo
popularng przy ocenie dopasowania modelu regresji logistycznej statysty-
ka Hosmera i Lemeshowa (1980). Jednak w przypadku regresji logistycznej,
w odrdznieniu od modeli IRT, zmienna niezalezna jest obserwowana i nie
zalezy od parametréw modelu podlegajacych estymacji.

McKinley i Mills (1985) zaproponowali statystyke, w ramach ktérej podziat na
grupy oraz wyliczanie obserwowanej oraz oczekiwanej proporcji odpowiedzi
poprawnych (O oraz E;) jest taki sam jak w Q; Yena (4), jednak postac staty-
styki testowej oéwolu]e sie do ilorazu wiarygodnosci:

=13 m(om(ze) () o

Przyjmuje si¢, podobnie jak we wcze$niejszych przypadkach, ze przy prawdzi-
wosci hipotezy zerowej G’ ma rozklad y° z 10-m stopniami swobody. Mozna
zauwazyc, ze statystyka (5) jest swoistym protoplasta statystyki S-G* (2), tak
samo jak Q, Yena. (4) stuzy za punkt wyjscia dla S-X? (1)

Zastosowany w (4) oraz (5) podzial na w przyblizeniu réwnoliczne grupy
oparte na decylach pozwala unikna¢ kltopotéw zwigzanych z niewystarczajaca
liczebnoscia oczekiwanych obserwacji w grupach, z czym mamy do czynienia
w przypadku statystyk Orlando i Thissena. Jak sie jednak okazuje, dokonanie
podziatu badanych oséb na grupy umiejetnosci ze wzgledu na oszacowania
punktowe zmiennej ukrytej odbija sie bardzo negatywnie na wlasciwosciach
tak skonstruowanych statystyk. W swoich symulacyjnych badaniach Orlando
i Thissen (2000) wykazali, ze proponowane przez nich statystyki (1) oraz (2)
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maja wielkos¢ bledéw I rodzaju zblizong do wartosci nominalnej, natomiast
statystyki (4) oraz (5) oparte na podziale na grupy ze wzgledu na punktowe
oszacowania O drastycznie ja zawyzajg. Efekt zawyzonych bledéw I rodzaju
(»falszywych alarmow”) jest tym wigkszy, im mniejsza liczba obserwacji oraz
im krotsze sg rozpatrywane testy.

Przyczyny zawyzonych btedéw I rodzaju dla statystyk sa upatrywane w dwoch
zrodlach. Po pierwsze, tworzenie przedzialéw grupujacych ze wzgledu na
oszacowania ukrytej zmiennej umiejetnosci powoduje, ze obserwowane pro-
porcje odpowiedzi poprawnych sg zalezne od oszacowan parametréw modelu
IRT. Jak to ujal Sandip Sinharay (2006), taka sytuacja jest niezgodna ,z du-
chem” tradycyjnego testowania dopasowania odwolujacego sie do rozkladu
x> W ktérym obserwowane proporcje s3... obserwowane, czyli niezalezne od
parametrow modelu i mozliwe do wyliczenia przed przystapieniem do szaco-
wania parametrow modelu. To zastrzezenie byto jedng z gtéwnych przyczyn,
dla ktérych Orlando i Thissen rozwineli swoje statystyki S-X? oraz S-G? oparte
na podziale na grupy ze wzgledu na wyniki obserwowane. Kolejne zastrzezenie
jest zwigzane z tym, ze przy konstrukeji przedzialéw oszacowania punktowe
umiejetnosci sg traktowane jakby byly prawdziwymi warto$ciami umiejetno-
$ci badanych oséb. W rzeczywistosci sg one obarczone bledem i w czesci przy-
padkow klasyfikacja badanej osoby do danej kwantylowej grupy umiejetnosci
na podstawie oszacowan 0 jest niezgodna z jej faktycznym poziomem umie-
jetnosci. Przy obliczaniu statystyk (4) oraz (5) stochastyczna natura oszacowan
poziomu umiejetnosci jest, zatem, zupelnie zignorowana.

Warto zauwazy¢, ze zastrzezenie o nieuwzglednianiu stochastycznej natury
oszacowan parametréw modeli IRT w pewnej mierze dotyczy réwniez miar
dopasowania Orlando i Thissena. Problem ten podniesli np. Glas oraz Sudrez
Falcon (2003). W przypadku statystyk S-X? oraz S-G? zaréwno przyporzadko-
wanie badanych do grup, jak i wyliczanie obserwowanej proporcji odpowiedzi
poprawnych, O, jest niezalezne od jakichkolwiek oszacowan parametréw
modelu IRT. Oszacowania parametréw modelu IRT s3 - jednak - wcigz wyko-
rzystywane przy wyliczaniu oczekiwanej proporcji odpowiedzi poprawnych,
E,,. Sinharay (2006) przeprowadzit symulacje, w ktérych wykazal, ze statystyki
S-X? oraz $-G? majg nieznacznie zawyzone bledy I rodzaju, przy niewielkiej
liczbie zadan i matych liczebnos$ciach badanych oséb. Zawyzona czestos¢ fal-
szywych alarméw tych statystyk moze by¢ powigzana wlasnie z korzystaniem
z punktowych oszacowan parametréw zadan przy obliczaniu E,, zgodnie ze
wzorem (3). Mimo znacznego polepszenia wlasciwosci statystyk, jaki nastapit
miedzy Q, Yena oraz G* McKinleya i Millsa a parg S-X? oraz S-G* Orlando
i Thissena, zagadnienie poprawnej i efektywnej oceny dopasowania zadan bylo
w nastepnych latach ponownie podejmowane przez wielu badaczy.

Podejscie Glasa i Suarez Falcéna

W znacznym stopniu odrebnym, na tle wszystkich innych, rozwigzaniem pro-
blemu analizy dopasowania zadan jest podejscie zaproponowane przez Ceesa
Glasa (1999), rozwinigte dalej wraz z Juanem Carlosem Sudrez Falconem
(2003). Wyjatkowos¢ ich podejscia polega na tym, ze statystyka testowa
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stuzaca do oceny dopasowania nie jest zbudowana na poréwnywaniu obser-
wowanych i przewidywanych proporcji poprawnych odpowiedzi (standaryzo-
wanych reszt) w grupach umiejetnosci. Zamiast tego, zaproponowane przez
nich rozwigzanie odwoluje si¢ do przeprowadzenia testu dla zagniezdzonych
parametrycznych modeli - modelu zerowego, bedacego dopasowanym do da-
nych modelem IRT, oraz modelu alternatywnego, w ktéorym wprowadza sie¢
dodatkowe parametry umozliwiajace zamodelowanie specyficznego dla grup
uczniéw niedopasowania zadania.

Podobnie jak w statystykach Orlando i Thissena, grupowanie uczniéw jest
przeprowadzane ze wzgledu na wyniki obserwowane. Zadanie poddawane te-
stowaniu ze wzgledu na dopasowanie jest wylaczane przy obliczaniu wyniki
sumarycznego, wiec grupowanie jest specyficzne dla kazdego zadania i, co znaj-
duje swoje odzwierciedlenie w indeksacji grup: g € {1,...,G%}. Glas i Sudrez
Falcon (2003) w swoich symulacjach zastosowali podzial, w ktérym tak wyli-
czone wyniki obserwowane tgczono w G = 4 oraz G = 9 w przyblizeniu réw-
nolicznych grup. Dla grup s € {1,...,G")-1} w modelu alternatywnym wprowa-
dzany jest dodatkowy, specyficzny dla grupy, parametr modyfikujacy trudnos¢
zadania B (ostatnia grupa jest pominieta, gdyz dodajac w niej parametr, uzy-
skaliby$my nieidentyfikowalny model). Hipotezy zerowa i alternatywna dla
trojparametrycznego modelu logistycznego sg okreslone poprzez pare:

P(Xi = 1|e. a;, bi. Ci ) = + (1 — Ci) (68)

1+ e—ai(6-b)
1

P(xi = 1|e’ai:bi:ciug(i) = S) =¢ + (1 - Ci) 1 + e—ai(6—(bi+Bis)) (6.b)

Jak wida¢, model z H, jest zagniezdzony w modelu H,. Typowo stosowanym
rozwigzaniem dla zagniezdzonych modeli jest przeprowadzenie testu ilorazu
wiarygodno$ci. Wymagaloby to jednak przeprowadzenia kompletnej esty-
macji modelu alternatywnego dla kazdego z analizowanych zadan, co bytoby
czasochlonne ze wzgledu na wykorzystanie algorytmu EM w modelach IRT
(zob. Kondratek, 2015). Aby unikna¢ koniecznosci przeprowadzenia pelnej
estymacji parametréw modelu alternatywnego, Glas (1999) zaproponowat
wykorzystanie testu mnoznika Lagrange’a, ktéry wymaga przeprowadzenia
tylko pojedynczej dodatkowej iteracji algorytmu EM dla modelu rozszerzone-
go o parametry wprowadzone w H,. Postac statystyki testowej jest nastepujaca:

LM(B)=h'2, " h, (7)

gdzie h; jest wektorem pochodnych czastkowych z funkcji wiarygodnosci ze
wzgledu na parametry 8, wlaczone w modelu H;, natomiast X, jest macierza
kowariangcji dla k. Statystyka (7) ma rozktad x? z G -1 stopniami swobody.

Dzieki temu, ze dopasowanie zadania jest rozpatrywane jako problem zweryfi-
kowania, czy pewne dodatkowe parametry modelujagce niedopasowanie réznia
sie w sposdb istotny statystycznie od zera, podejscie Glasa i Suarez Falcéna
jest wolne od zastrzezenia podnoszonego do wczesniej oméwionych metod.
Mianowicie, taki sposob postepowania uwzglednia niepewnos¢ pomiaru
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parametréw modelu IRT. Wyniki przeprowadzonych przez autoréw symulacji
jednak nie potwierdzily lepszych wlasciwosci statystycznych proponowanego
podejscia w poréwnaniu ze statystykami Orlando i Thissena. Statystyka LM(3,)
miata w niektorych przypadkach zawyzony poziom bledéw I rodzaju w porow-
naniu z S-X? oraz S-G, a takze okazala sie, jak podkresla Sinharay (2006), silnie
zalezna od zastosowanej liczby grup, G”. Swaminathan, Hambleton oraz Rogers
(2007) zauwazaja dodatkowo, ze parametryzacja wprowadzona celem mode-
lowania niedopasowania moze ogranicza uzytecznos¢ metody jedynie do nie-
ktorych sytuacji. Ze wzgledu na silng teoretyczna podbudowe podejscia Glasa
i Suarez Falcona ich rozwigzanie wydaje si¢ warte podjecia dalszych badan.

Ocena dopasowania zadan w podejsciu Bayesowskim

Sinharay (2006), wykazawszy nieznacznie zawyzone btedy pierwszego rodzaju
dla S-X? oraz S-G? Orlando i Thissena zaproponowal analogiczne miary dopa-
sowania, jednak osadzil je w metodologii bayesowskiej. Wykorzystal w tym
celu metode PCC (posterior predictive checks) rozwinieta przez Rubina (1984).

W metodzie PCC ocena dopasowania modelu jest przeprowadzana poprzez
badanie predyktywnego rozktadu a posteriori (posterior predictive distribu-
tion), ktory jest zreplikowanym rozkladem obserwowanych danych na podsta-
wie modelu bayesowskiego dopasowanego do faktycznych danych:

P(x?|x)=/P(x*|&)P(€|x)dE, (8)

gdzie x to prawdziwe dane, x? to dane zreplikowane, natomiast  to parametry
modelu. Aby oceni¢ dopasowanie modelu, wprowadzana jest pewna miara roz-
bieznosci D(x,£) i jej rozklad a posteriori jest poréwnany z rozkltadem D(x'%,&).
Rozbieznosci pomiedzy tymi dwoma rozkltadami wskazujg na niedopasowanie
modelu, ktére opisuje sie poprzez predyktywne p-wartosci a posteriori (po-
sterior predictive p-values), bedace bayesowskim odpowiednikiem klasycznych
p-wartosci. Jednostronna bayesowska p-wartos¢ ma postac:

p=P(D(x*,&)= D(x,¢|x)). (9)

Gloéwna korzyscia z zastosowania bayesowskich p-wartosci (9) do oceny staty-
stycznej istotno$ci niedopasowania modelu jest brak zalozen co do postaci roz-
ktadu wykorzystanych miar rozbieznosci. Glas (1988), a takze Glas i Verhelst
(1989) przedstawili teoretyczne argumenty, ktére podwazaja stusznos¢ zato-
zenia o zgodnosci statystyk S-X? oraz S-G’ w formie zaproponowanej przez
Orlando i Thissena z deklarowanym rozkladem x> Sinharay (2006), stosujac
funkcje analogiczne do S-X? oraz S-G? ale w ramach opisanej bayesowskiej
procedury, zatem broni si¢ przed tymi zastrzezeniami. Przeprowadzone przez
Sinharaya symulacje wykazaly, ze jego podejscie nie przejawia zawyzonych
bledéw I rodzaju w sytuacjach, w ktérych takie zachowanie zaobserwowat dla
S-X? oraz S-G’. Jednoczesnie okazalo si¢ jednak, ze blad I rodzaju w jego po-
dejsciu jest nieznacznie nizszy od nominalnej wartosci 0,05. Skomentowat ten
fakt, zauwazajac, ze zanizona czulo$¢ procedury stanowi mniejsza wade niz
bledne wskazywanie zadania jako niedopasowane do modelu.
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Statystyki grupujace ze wzgledu na zmienng 0 uwzgledniajace
niepewno$¢ pomiaru

Jak wspomniano, pierwotnie stosowane grupowanie ze wzgledu na punktowe
oszacowania zmiennej ukrytej wigzalo si¢ z drastycznie zawyzonym odset-
kiem falszywych alarmoéw. W zwigzku z tym pozniejsze podejscia skupialy sie
rozwoju metod wykorzystujacych grupowanie badanych 0séb ze wzgledu na
wyniki obserwowane. Czes¢ badaczy podjeta jednak probe rozwiazania pro-
bleméw pojawiajacych sie przy grupowaniu ze wzgledu na zmienng ukryta
poprzez uwzglednienie niepewnosci jej pomiaru przy obliczaniu.

W wyniku estymacji parametrow IRT algorytmem EM, gdzie nastepuje cal-
kowanie wzgledem rozkltadu umiejetnosci z wykorzystaniem kwadratury,
rozktad umiejetnosci kazdej osoby jest przyblizony wagami przypisanymi do
skonczonej liczby punktéw umiejetnosci (zob. Kondratek, 2015). Stone (2000)
zaproponowal podejscie, w ktorym klasyczne statystyki typu X?1ub G* s3 budo-
wane z wykorzystaniem ,,pseudo-czgstosci” (pseudocounts), N, wyliczanych na
punktach kwadratury, . Stone mnozy odpowiedzi poprawne " udzielone przez
kazda osobe¢ przez wspomniane wagi, tak aby wyliczy¢ ich udzial na kazdym
punkcie kwadratury. Nastepnie, usredniajac po wszystkich badanych osobach,
uzyskuje ,,pseudo-proporcje” odpowiedzi poprawnych, O, dla analizowanego
zadania i w kazdym punkcie kwadratury g. Dzieki temu odpow1edz poprawna
pojedynczej osoby zostaje uwzgledniona jednoczesnie we wszystkich punktach
kwadratury g a jej wklad w obliczanie konkretnej O,, jest proporcjonalny
do gestosci rozkladu umiejetnosci tych oséb w punktach g. Dodajac do tego

oczekiwane proporcje odpowiedzi poprawnych, E,, obliczone w tych samych
punktach kwadratury, uzyskujemy wszystkie sklafimlq gotowe do skonstru-
owania statystyk dopasowania typu X? lub G, ktore ze wzgledu na korzystanie
z pseudo-czestosci oznaczymy ,,falky™:

3‘(2 — i N ((O!g 19) ) 10
Eg(1— Eig) (10)

g=1

_ ig 1-0;
ZZ ( ,gln( g)+(1 ig)ln(l_Eig)). (11)

Korzystanie z oplsanych powyzej pseudo-czestosci powoduje jednak, ze nie
jest spelnione zalozenie o niezaleznos$ci obserwacji (obserwacja nalezy jed-
noczesnie do wielu komorek tabeli) konieczne do uzyskania rozktadu X2
Kolejnym ograniczeniem przed przyjeciem zalozenia o rozkladzie X?sg row-
niez bardzo niewielkie liczebnosci (ponizej 1) na skrajnych punktach kwadra-
tury. W zwigzku z tym Stone zaproponowat techniki wielokrotnego losowania
dla wyznaczenia rozkladu statystyk testowych, co wiaze si¢ jednak ze znacz-
nym obcigzeniem obliczeniowym jego metody.

Stone oraz Zhang (2003) poréwnali wiasciwosci omawianej metody ze statystyka-
mi S-X? oraz S-G” z Orlando i Thissena. Obie metody okazaly sie mie¢ zblizong do
nominalnej wartosci wielkos¢ bledow I rodzaju, przy czym podejscie Stone’a miato
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nizsza moc statystyczng niz podejscie Orlando i Thissena. W obliczu tych wy-
nikéw, wydaje si¢, ze stosowanie wymagajacej pod wzgledem obliczeniowym
procedury Stonea jest zasadne w wypadkach, gdy oparte na grupowaniu ze
wzgledu na wyniki obserwowane statystyki Orlando i Thissena nie mogg by¢
zastosowane. Ma to miejsce na przyklad przy komputerowym testowaniu ada-
ptatywnym (CAT), gdzie wynik sumaryczny nie jest wspolng dla wszystkich
badanych oséb miarg umiejetnosci.

Propozycja nowych statystyk uwzgledniajacych stochastyczna nature
Zmiennej

Zgodnie z dokonanym przegladem, mimo licznych opracowan i wielu propo-
nowanych statystyk dopasowania, wciaz jednak nie wypracowano rozwigzania,
ktére bytoby powszechnie uznane. Ponizej nakreslona zostanie autorska pro-
pozycja nowego ujecia problemu, ktére potencjalnie moze by¢ wolne od wielu
wad wskazywanych przy okazji omawiania dotychczas opracowanych metod.

Postulowane rozwigzanie polega na podziale badanych os6b na réwnoliczne
przedzialy ze wzgledu na kwantyle (centyle lub decyle) rozkladu 6 z prawdo-
podobienstwem proporcjonalnym do gestosci rozktadu a posteriori 6 danej
osoby w kazdej z grup. Rozklad a posteriori mierzonej testem umiejetnosci
okresla gestos¢ prawdopodobienstwa tego, jaki jest poziom 0 badanej testem
osoby j, j € {1, ..., J}, przy uwzglednieniu informacji o udzielonych przez nig
odpowiedziach:

P 0)P(0O
P(6]x;) = L))() (12)

gdzie P(x;|0) jest funkcjg wiarygodnosci opisujacy zaleznos¢ migdzy parame-
trami modelu IRT a prawdopodobienstwem zaobserwowania wektora odpo-
wiedzi x;, P(0) jest rozkladem a priori badanej cechy w populacji, natomiast
P(x)) )est brzegowym, bezwarunkowym, prawdopodobienstwem zaobserwo-
wania wektora odpowiedzi x; w populacji (zob. Kondratek i Pokropek, 2015).

Rozktad a posteriori (12) podsumowuje calg informacj¢ o poziomie 0 badanej
osoby na podstawie przeprowadzonego pomiaru. Wartos¢ oczekiwana z tego
rozkladu stanowi popularny estymator punktowy EAP (expected a posterio-
ri), jednak szczegdlnie istotna w wielu kontekstach jest réwniez informacja
o niepewnosci pomiaru, jaka zawiera (12). Przyktadowo, zgodnie z metoda
rozwinietg przez Donalda Rubina (2004) analizy wykorzystujace wielokrotne
realizacje z rozkladu (12) daja nieobcigzone oszacowania statystyk bedacych
funkcja 0. Jest to powszechnie wykorzystywane we wspotczesnych badaniach
edukacyjnych (Wu, 2004), gdzie takie wielokrotne imputacje nosza nazwe
wartosci mozliwych (plausible values, PV).

W proponowanej metodzie ogélny algorytm postepowania w celu wyliczenia
proporcji obserwowanych wartosci jest nastepujacy:

1. dla kazdej badanej osoby wylosuj M PV, tacznie uzyskujac ich MJ; po-
jedyncza PV oznaczmy: 0,
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2. napodstawie uzyskanych PV skonstruuj G (100 dla centyli, 10 dla decy-
li) przedzialéw kwantylowych rozktadu umiejetnosci:

[ . 91 * * al,
{e}g_{emj' ¢ < P(est < emj) < E}
co sprowadza si¢ do posortowania 0°,;1 podzielenia na zbiory o liczeb-
nosci w zaokragleniu réwnych =

w obrebie kazdego przedziatu {e}g oszacuj proporcje obserwowanych
w tym przedziale odpowiedzi poprawnych na zadanie i:

Oy = MJ Z Z 1{9}9(9””) xU

m=1j=1

(13)

gdzie 1y jest indykatorem zwracajagcym wartos¢ 1, gdy argument znajduje
si¢ w zbiorze {8} , 0 w przeciwnym wypadku.

Dzigki opisanej procedurze odpowiedzi x; s3 wykorzystywane podczas ob-
liczania procentu poprawnych odpowiedzi w danym przedziale {0}, w spo-
séb proporcjonalny do gestosci rozktadu a posteriori (12) w tym przedziale.
Opisany algorytm wyliczania O’ zostal juz zaimplementowany w autorskim
programie UIRT’, przy czym jego wykorzystanie jest ograniczone jedynie do
przeprowadzania graficznej analizy dopasowania zadan (rys. 1). Natomiast
problem zbudowania statystyki dopasowania na podstawie tak szacowanych
obserwowanych proporcji odpowiedzi poprawnych nie zostat jeszcze zbadany.
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Pghh 13223
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"
Pghn13z23=1)
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Rysunek 1. Przyklad graficznej analizy dopasowania modelu IRT do danych z wy-
korzystaniem proponowanego algorytmu dla zadania z cze¢$ci humanistycznej
egzaminu gimnazjalnego z 2013 roku (Kondratek i Pokropek, 2015)

Oszacowanie proporcji oczekiwanych odpowiedzi poprawnych w przedzia-
tach {0},, konieczne do zbudowania statystyk dopasowania, mozna w opisa-
nym podejsciu uzyskac analogicznie do (13):

! Program UIRT (Unidimensional Item Response Theory models) dziatajacy w srodowisku Stata operacyjnie
wykorzystano w kilku badaniach (np. Kondratek i Szaleniec (2015), Kondratek, Szaleniec i Legutko
(2013)). Uzyskanie kopii programu jest mozliwe poprzez kontakt z autorem.
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19 M Z Z 1{B}g(em])fl(9m)) (14)

m=1 ]
gdzie £,(0) jest oszacowang postacia funkcji charakterystyczne] dla zadania i.

Zestawienie wielkosci (13) oraz (14) otwiera droge do budowy statystyk dopa-

sowania typu x*oraz G*
0iy = Eiy)"
_x2 _jz (03, — Eiy 15
( Ig(l_ :g) (15)

—62=2jZ(o ln( t~")+(1— Ig)ln( g‘g)). (16)

g

Para 6*- x?oraz 0*- G* jest analogiczna do S - x* (1) oraz S - G* (2) Orlando
and Thissena (2000). Zasadnicza roznica miedzy statystykami jest odzwier-
ciedlona w oznaczeniach - u Orlando i Thissena grupowanie odbywa si¢ po
wynikach obserwowanych (S), natomiast tutaj poprzez wykorzystanie warto-
sci mozliwych (6%), ktore determinuje tez obliczanie proporcji O oraz E*,
Zauwazalny jest rowniez brak specyficznych dla grup liczebnosci N, obecnycfl
w (1) oraz (2), ktéry zostal zastgpiony poprzez catkowitg liczbe badanych 0s0b,
J, przed znakiem sumowania. Wynika to z faktu, ze w proponowanej metodzie
kazda grupa jest zdefiniowana przez kwantylowe punkty odciecia - podobnie
jak w statystykach Q, Yena (4) czy G* McKinley’a i Millsa (5).

Statystyki 6*- y?oraz 0*- G* odznaczajg si¢ potencjalnie nastepujacymi zaletami:

1. Uwzgledniona jest w nich stochastyczna natura oszacowan parametréow
IRT.

2. Oczekiwane liczebnosci w kazdej z grup nie osiagaja bardzo niskich
wartosci (ze wzgledu na podzial w oparciu o kwantyle grupy beda row-
noliczne).

3. Mozliwo$¢ podziatu na znaczna liczbe grup (np. centylowych) pozwala
na detekcje zaburzen dopasowania o bardziej lokalnym charakterze.

4. Mozliwos¢ zastosowania w sytuacji brakéw odpowiedzi na cze$¢ zadan
(np. CAT).

5. Mozliwo$¢ wsparcia analizy poprzez informatywna graficzng analize
dopasowania.

Zadna pojedyncza metoda analizy dopasowania modelu IRT do zadar z omoé-
wionych w niniejszym opracowaniu nie faczy w sobie tych wszystkich zalet.

Zaproponowane statystyki 0*- y’ oraz 0*- G’ musza jednak zosta¢ pod-
dane weryfikacji w badaniach symulacyjnych pod katem ich rozkladu przy
prawdziwosci hipotezy zerowej. Maja wzgledem nich bowiem zastosowanie
zastrzezenia sformulowane przy okazji omawiania podejscia Stone&a, tj. za-
burzenie zalozenia o niezaleznosci obserwacji w komorkach tabeli ze wzgledu
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na wykorzystanie pojedynczej odpowiedzi przy wyliczaniu O, dla wielu grup
jednoczes$nie. Mozliwos¢ ustalenia rozkladu tych statystyk w sposob oblic-
zeniowo zlozony nie bardziej niz ma to miejsce w podejsciu Stonea bedzie
kluczowym kryterium dla okreslenia ich faktycznej uzytecznosci. Watek ten
jest przedmiotem planowanych badan.
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